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中 译本 序 


量子 信息 的 兴起 已 有 近 三 十 年 的 历史 , 它 是 量子 物理 与 信息 科学 相 融 合 的 新 兴 
交叉 学 科 , 其 发 展 方兴未艾 . 量子 信息 重大 的 潜在 应 用 前 景 和 其 中 引人入胜 的 深奥 
科学 问题 吸引 着 年 青 一 代 , 并 将 在 21 世 纪 科学 和 技术 发 展 中 占有 重要 的 地 位 , 因此 
需要 出 版 更 多 优秀 的 人 门 书籍 , 以 适应 这 个 学 科 的 发 展 . 虽然 国际 上 已 有 不 少 这 方 
面 的 参考 书 , 但 是 中 译本 并 不 多 , 尤其 是 适合 本 科 生 和 低 年 级 研究 生 学 习 的 中 文书 
籍 更 少 ，Casati 等 所 著 的 Principles of Quantum Computation and Information 上 为 
初 涉 这 个 研究 领域 的 学 生 们 提供 了 教材 , 也 为 愿意 学 习 和 量子 计算 与 量子 信息 基本 原 
理 的 读者 提供 了 材料 . 

Casati 教 授 是 国际 知名 学 者 , 在 量子 混沌 领域 作出 过 公认 的 突出 贡献 . 他 近年 
来 致力 于 动力 学 系统 的 量子 模拟 算法 方面 的 研究 , 并 取得 了 许多 重要 成 果 . 对 动力 
学 系统 的 介绍 及 对 动力 学 演化 与 性 质 之 量子 模拟 的 讨论 , 是 此 书 的 一 大 特色 . 

译 者 王 文 阁 教 授 目 前 就 职 于 中 国 科技 大 学 , 从 事 量 子 力学 基本 理论 等 方面 的 研 
究 ; 李 保 文 教授 就 职 于 新 加 坡 国立 大 学 , 进行 热传导 等 多 个 方向 的 研究 工作 . 他 们 
均 活路 于 科研 第 一 线 . 很 高 兴 见 到 他 们 将 Casati 教 授 等 的 著作 翻译 为 中 文 , 介绍 给 
国内 的 读者 . 相信 初次 涉足 该 领域 或 者 对 该 领域 感 兴趣 的 读者 , 可 以 通过 税 读 这 本 
译 著 , 充分 了 解 量子 计算 与 量子 信息 的 基本 概念 与 原理 . 此 书 的 出 版 将 会 进一步 推 
动 相关 方面 的 知识 在 国内 的 传播 . 
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译 者 F 


量子 计算 与 量子 信息 , 相 比 于 经 典 计 算 与 经 典 信 息 , 在 某 些 方面 可 能 拥有 后 者 
无 法 比拟 的 优势 . 经 过 人 们 岂 十 年 的 努力 , 量子 计算 与 量子 信息 的 基本 理论 框架 已 
大 体 建 立 , HE, 在 实验 上 已 经 能 够 在 较 小 量子 系统 中 实现 它们 . Ad, 要 实现 有 实 
际 (商业 ) 应 用 价值 的 量子 计算 与 量子 信息 , 仍 存在 一 些 尚 不 能 逾越 的 障碍 . 其 中 , 最 
大 的 困难 之 一 来 源 于 与 环境 的 相互 作用 所 导致 的 退 相干 现象 . 现在 , 国内 外 的 许多 
研究 小 组 正 致力 于 克服 这 些 困难 , 并 取得 了 很 大 进展 . 

在 国内 外 的 一 些 著 名 大 学 , 量子 计算 与 量子 信息 方面 的 知识 已 被 纳入 本 科 生 与 
研究 生 的 教学 内 容 . 国外 有 不 少 涉及 这 一 领域 的 各 具 特 色 的 教科 书 , 其 中 包括 意 大 
利 Casati 教 授 等 的 这 本 著作 . 由 于 合作 关系 , 我 们 对 Casati 教 授 十 分 了 解 . 作为 国际 
物理 界 的 知名 教授 , 他 在 量子 混沌 等 领域 做 过 开创 性 的 重要 工作 , 对 动力 学 系统 造 
IB. 从 1998 年 起 , 他 的 研究 领域 扩展 到 利用 量子 计算 机 模拟 动力 学 系统 的 性 质 . 
我 们 有 意 将 他 们 的 这 部 著作 翻译 为 中 文 , 以 给 读 者 . 翻译 工作 几 年 前 即 已 开始 , 然 
而 , 由 于 科研 等 工作 较 繁忙 , 迄今 才 得 以 完成 . 

原著 分 为 两 卷 . 这 里 翻译 的 是 第 一 卷 , 介绍 基本 概念 , 十 分 适合 用 作 高 年 级 本 
科 生 或 者 低 年 级 研究 生 学 习 的 教科 书 . 该 著作 的 一 个 有 别 于 其 他 量子 计算 与 量子 信 
息 方 面 教科 书 的 特色 是 对 动力 学 模型 量子 模拟 的 讨论 . 

我 们 要 感谢 郭 光 类 院士 对 我 们 翻译 工作 的 关心 与 支持 , 并 在 百 忙 之 中 抽出 时 
间 , 为 本 译 著 作 序 . 我 们 也 感谢 中 国 科技 大 学 的 周正 威 教授 , 他 阅读 了 部 分 译 稿 并 
提出 有 益 的 建议 ; 同时 感谢 杜 江 峰 教授 对 我 们 翻译 工作 的 鼓励 和 提出 的 建议 , 本 译 
著 的 出 版 得 到 重大 科学 研究 计划 项 目 (2007CB925200) 的 资助 . 在 本 译 著 的 文字 修改 
过 程 中 , 出 版 社 的 编辑 给 予 了 很 多 帮助 , 在 此 一 并 致谢 . 希望 这 本 书 的 出 版 能 为 量 
子 计算 与 量子 信息 在 国内 的 传播 起 到 一 定 的 作用 . 
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编写 本 书 的 意图 


本 书 将 读者 定位 为 物理 学 、 数 学 和 计算 机 科学 等 专业 的 大 学 生 和 研究 生 。 对 于 
那些 相关 专业 大 学 毕业 程度 的 学 生 而 言 , 理解 本 书 的 内 容 也 没有 什么 问题 。 阅 读本 
书 , 并 不 需要 事先 掌握 量子 力学 或 者 经 典 计算 的 知识 。 本 书 的 最 初 两 章 简单 介绍 量 
子 力学 与 经 典 计算 的 基本 内 容 , 为 理解 随后 的 章节 提供 了 必要 的 条 件 。 

本 书 分 为 两 卷 。 在 第 一 卷 中 , 我 们 首先 讲述 为 理解 量子 力学 与 经 典 计算 所 必需 
的 基础 知识 , 详 述 其 基本 原理 , 然后 讨论 量子 计算 和 量子 信息 的 主要 结果 。 因 此 , 第 
一 卷 适合 于 作为 大 学 生 或 者 研究 生 的 量子 计算 与 量子 信息 导论 课 的 教材 , 讲授 一 个 
学 期 。 对 于 那些 在 大 学 物理 、 数 学 和 计算 机 科学 课程 方面 已 经 获得 了 基本 的 物理 学 
和 数学 知识 , 并 且 愿 意 学 习 量 子 计算 和 量子 信息 基本 原理 的 读者 , 第 一 卷 也 适合 作 
为 一 般 性 的 学 习 资料 。 

第 二 卷 讨论 量 子 计算 和 量子 信息 的 各 个 重要 方面 , 包括 理论 与 实验 。 该 卷 不 可 
避免 地 包含 更 多 专门 且 技 术 性 的 内 容 。 为 了 理解 这 些 内 容 , 第 一 卷 所 讨论 的 知识 是 
必 不 可 少 的 。 


重点 内 容 


“量子 计算 和 量子 信息 ”是 正在 迅速 发 展 的 新 领域 。 因 此 , 如 果 不 探 究 许 
多 技术 性 细节 , 很 难 领会 其 基本 概念 和 重要 结果 。 本 书 为 对 该 领域 感 兴趣 的 
读者 提供 一 个 有 用 但 又 不 过 分 繁杂 的 指南 。 因 此 , 数学 上 的 严格 性 不 是 我 们 
最 关切 的 。 我们 设法 呈现 一 个 简单 而 系统 的 论述 , 这 样 , 读者 在 理解 本 书 的 内 
容 时 , 就 不 需要 再 去 查询 其 他 教科 书 了 。 此 外 , 我 们 并 未 试图 去 覆盖 该 领域 的 
所 有 方面 , 而 是 更 倾向 于 关注 基本 概念 。 对 于 刚 开始 涉足 该 领域 的 研究 人 员 
而 言 , 这 两 卷 书 应 该 是 有 用 的 参考 书 。 

要 充分 熟悉 一 个 学 科 , 习题 解答 是 重要 环节 。 本 书包 含 大 量 的 习题 ( 含 答案 ), 以 
作为 正文 的 基本 补充 。 为 了 充分 理解 本 书 中 所 讨论 的 主题 , 学 生 绝对 有 必要 去 尝试 
解决 大 部 分 的 习题 。 


致 读者 
在 第 一 次 阅读 时 , 有 些 内 容 并 非 必要 , 忽略 它们 的 话 , 并 不 影响 理解 其 余部 分 。 
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我 们 采用 两 种 方式 来 突出 这 些 内 容 : 

(1) 标题 之 前 有 星 号 的 小 节 , 包含 更 高 深 的 内 容 , 可 以 作为 补充 材料 。 忽略 这 些 
部 分 , 对 于 阅读 本 书 的 其 余部 分 而 言 , 不 会 导致 更 多 的 困难 。 

(2) 评注 和 例子 被 印 成 小 字体 。 


致谢 
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论 和 建议 使 本 书 得 到 了 实质 上 的 改进 。 当 然 , 以 上 诸位 并 不 需要 为 本 书 所 可 能 存在 
的 任何 缺点 负责 , 责任 由 作者 自己 承担 。 
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引言 与 概述 


量子 力学 对 社会 和 技术 产生 了 巨大 的 影响 . 要 理解 这 一 点 , 只 要 谈 到 晶体 管 的 
发 明 就 足够 了 , 它 或 许 是 量子 力学 的 无 数 应 用 中 最 显著 的 例子 . 另外 , 我 们 也 很 容 
易 看 到 计算 机 对 日 常生 活 的 巨大 影响 . 鉴于 计算 机 的 重要 性 , 可 以 说 , 我 们 是 生活 
在 信息 时 代 . 信息 革命 之 所 以 可 能 发 生 , 要 感谢 品 体 管 的 发 明 , 也 就 是 说 , 要 感谢 计 
算 科学 和 量子 力学 的 协同 . 

SR, 这 种 协同 为 基础 科学 和 技术 应 用 提供 了 完全 轿 新 的 机 会 和 令 人 振奋 的 前 
景 . 这 里 我 们 是 指 量子 力学 可 以 用 来 处 理 和 传递 信息 . 

为 什么 在 不 久 的 将 来 量子 规律 在 计算 中 会 变 得 重要 ? 小 型 化 给 我 们 提供 了 一 
个 直觉 的 理解 ， 计算机 电子 工业 随 着 集成 电路 尺寸 的 减 小 而 发 展 . 为 了 提高 计算 
能 力 , 也 就 是 说 , 提高 计算 机 每 秒 所 能 够 执行 的 浮 点 运算 的 数目 , 小 型 化 是 必须 的 . 
20 世 纪 50 年 代 , 真空 管 计算 机 每 秒 能 够 进行 大 约 1000 次 浮 点 运算 . 而 今 , 我 们 已 经 有 
了 可 以 每 秒 执行 超过 百 万 亿 次 浮 点 运算 的 超级 计算 机 . 如 上 所 述 , 计算 能 力 的 巨大 
发 展 之 所 以 可 能 , 要 归功 于 在 小 型 化 方面 的 进展 . 经 验 告诉 我 们 , 该 进展 可 以 用 摩 
尔 定律 来 定量 描述 . 该 定律 来 自 于 摩尔 在 1965 年 的 非凡 观察 ; 在 单个 集成 电路 芯片 
上 所 能 够 放置 的 晶体 管 数目 , 大 约 在 一 年 半 到 两 年 内 翻 一 番 . 现在 , 该 指数 增长 还 
没有 饱和 , 摩尔 定律 仍然 成 立 . 目前 , 在 单个 集成 电路 芯片 上 所 能 够 放置 的 晶体 管 
数目 大 约 是 1 亿 个 , 电路 元 件 的 尺寸 大 约 是 100nm. 如 果 将 摩尔 定律 外 推 , 那么 , 大 
约 到 2020 年 , 为 储存 单个 比特 的 信息 , 我 们 将 到 达 原 子 尺 寸 . 在 那里 , 量子 效应 将 不 
可 避免 地 占 支配 地 位 . 

很 显然 , 除了 量子 效应 以 外 , 其 他 因素 也 可 能 导致 摩尔 定律 失效 . 首先 是 经 济 
因素 . 事实 上 , 建造 那些 制造 芯片 所 需 设备 的 费用 随 着 时 间 也 呈 指 数 增长 . 不 论 如 
何 , 了 解 量子 力学 所 规定 的 最 基本 极限 是 很 重要 的 . 即使 我 们 可 以 通过 技术 突破 来 
克服 经 济 障碍 , 量子 物理 学 还 是 给 电路 元 件 的 尺寸 设置 了 极限 . 首先 需要 讨论 的 问 
题 是 将 硅 晶 管 的 制作 推 向 其 物理 极限 , 还 是 发 展 其 他 可 选择 的 器 件 , 如 量子 点 、 单 
电子 晶体 管 , 或 分 子 开关 . 这 些 器 件 的 共同 特征 , 是 其 尺寸 为 纳米 量 级 , 此 时 量子 效 
应 至 关 紧 要 . 

EM, 我 们 谈 到 的 是 可 能 代替 硅 唱 体 管 的 量子 开关 , 它们 之 间 的 连接 为 基于 布 
尔 逻 辑 的 经 典 算法 . 对 于 这 种 纳米 尺度 的 开关 而 言 , 量子 效应 仅仅 是 所 必须 考虑 进 
来 的 一 个 不 可 避免 的 修正 . 然而 , 量子 计算 机 代表 了 根本 不 同 的 挑战 : 其 目的 是 建 
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造 一 各 基于 量子 逻辑 的 机 器 , 也 就 是 说 , 该 机 器 利用 量子 力学 的 规律 来 进行 信息 处 
理 和 逻辑 操作 

量子 信息 的 计量 单位 是 所 谓 的 量子 比特 ( 它 是 经 典 比特 的 量子 对 应 ). 一 台 量 
子 计算 机 , 可 以 被 看 成 是 一 个 由 许多 量子 比特 所 组 成 的 系统 . 物理 上 来 讲 , 一 个 量 
子 比 特 是 一 个 两 能 级 系统 , 如 一 个 自 旋 1/2 粒 子 的 两 个 自 旋 态 , 或 者 一 个 光子 的 水 平 
极 化 和 垂直 极 化 态 , 或 者 一 个 原子 的 基态 和 激发 态 . 量子 计算 机 是 一 个 拥有 很 多 量 
子 比特 的 系统 , 其 演化 可 以 被 控制 . 一 次 量子 计算 , 就 是 作用 于 这 些 比特 的 态 上 的 
一 个 酉 变换 . 

量子 计算 机 的 效率 归 因 于 典型 的 量子 现象 , 如 量子 态 的 番 加 及 纠缠 现象 . 与 各 
加 原理 有 关 的 是 内 在 的 量子 并 行 性 . 简略 而 言 , 量子 计算 机 可 以 在 单 次 运行 中 处 理 
大 量 的 经 典 输入 . 另外, 这 也 意味 着 有 可 能 有 大 量 的 输出 . 量子 算法 的 任务 , 是 基于 
量子 逻辑 , 并 尽量 利用 量子 力学 所 固有 的 量子 并 行 性 来 突出 所 需 的 输出 . 简 而 言 之 ， 
我 们 需要 发 展 合适 的 量子 软件 , 也 就 是 说 , 有 效 的 量子 算法 , 这 样 量子 计算 机 才 会 
有 用 . 

在 20 世 纪 80 年 代 , 费 曼 提 出 , 模拟 量子 系统 的 理想 工具 是 基于 量子 逻辑 的 量子 
计算 机 他 的 这 一 想法 孚 育 了 物理 学 中 一 个 非常 活跃 的 研究 领域 . 同样 非凡 的 是 , 量 
子 力学 有 助 于 解决 计算 机 科学 中 的 基本 问题 . 在 1994 年 , Shor 提 出 了 一 个 量子 算法 ， 
利用 它 可 以 非常 有 效 地 解决 素数 因子 分 解 问题 , 也 就 是 , 将 一 个 可 分 解 的 整数 分 解 
为 其 素数 因子 . 这 是 计算 机 科学 中 的 一 个 重要 难题 . 尽管 还 没有 证 明 , 有 人 推测 , 索 
数 因子 分 解 对 于 经 典 计 算 机 而 言 是 困难 的 、Shor 算 法 可 以 有 效 地 解决 整数 的 分 解 
因子 问题 , 相对 于 任何 已 知 的 经 典 算法 而 言 , 它 在 速度 上 的 改进 是 指数 性 的 . 值得 
_ 提 的 是 , 现 有 的 一 些 密码 系统 . 例如 , 在 今天 已 经 广泛 使 用 的 RSA, 是 建立 在 下 述 
假设 基础 之 上 的 , 即 不 存在 能 够 有 效 地 进行 素数 因子 分 解 的 算法 . 因此 , 如 果 能 在 
大 规模 的 量子 计算 机 上 实施 Shor 算 法 , 那么 , RSA 密 码 系统 将 被 破解 ，Grover 证 明 ， 
量子 力学 也 可 以 被 用 于 在 一 个 无 结构 的 数据 库 中 搜索 一 个 有 标记 的 条 目 ， 在 这 一 
点 上 , 相对 于 经 典 计算 机 而 言 , 量子 计算 机 的 功效 是 二 次 方形 式 的 . 

量子 计算 机 的 另外 一 个 令 人 感 兴趣 的 方面 是 , 原则 上 而 言 , 它 有 可 能 避免 耗 散 . 
现在 的 经 典 计算 机 , 建立 在 不 可 逆 的 逻辑 操作 ( 门 ) 之 上 , 其 在 本 质 上 是 耗 散 的 . 不 
可 洲 计 算 所 需 的 最 小 能 量 由 下 面 的 Landauer 原 理 给 出 : 每 删除 一 个 比特 的 信息 , FE 
散 到 周围 环境 的 能 量 至 少 是 jpTln2, 其 中 ks ARASH AL, 7 是 计算 机 周围 环境 
的 温度 每 一 个 不 可 逆 的 经 典 门 , 必须 至 少 耗 散 这 么 多 能 量 (事实 上 , 现在 在 经 典 计 
算 机 中 所 消耗 的 能 量 , 比 该 能 量 多 一 个 数量 级 以 上 ). 相反 , 量子 演化 是 么 正 的 , 因 
此 量子 逻辑 门 一 定 是 可 北 的 . 至 少 从 原理 上 讲 , 量子 计算 机 的 运行 可 以 没有 能 量 
损耗 

众所周知 , 在 经 典 计算 机 中 , 利用 少量 的 基本 还 辑 门 , 就 可 以 实现 任意 复杂 的 
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计算 . 这 一 点 是 非常 重要 的 , 因为 这 样 一 来 , 在 改变 问题 的 时 候 , 并 不 需要 更 改 计 算 
机 的 硬件 . 幸运 的 是 , 量子 计算 机 也 有 此 性 质 . 具体 而 言 , 在 量子 线路 模型 中 , 每 个 
作用 于 一 个 多 量子 比特 系统 的 本 变换 , 都 可 以 被 分 解 成 一 些 作用 于 单个 量子 比特 及 
两 个 量子 比特 的 门 , 如 CNOT 门 . 

大 们 已 经 提出 了 许多 不 同 的 构造 量子 计算 机 的 方案 . 例如 , 从 NMR.( 核 磁 共 振 ) 量 
子 处 理 器 到 冷 离子 阱 , 从 超 导 隧 穿 结 线路 到 半导体 自 旋 . 尽管 在 有 些 情况 下 , 人 们 
已 经 在 实验 上 实现 了 基本 的 量子 门 , 以 及 少量 量子 比特 的 量子 算法 , 但 是 , 要 说 哪 
一 种 方案 最 适合 用 来 构造 量子 硬件 还 为 时 尚 早 . 对 于 某 些 问 题 而 言 , 量子 计算 机 比 
经 典 计算 机 要 强 有 力 得 多 . 然而 , 我 们 仍然 需要 用 50~1000 个 量子 比特 , 以 及 从 成 千 
到 上 百 万 个 量子 门 (精确 的 数目 当然 依赖 于 特定 的 量子 算法 ), 才能 够 构造 出 使 经 典 
计算 机 望尘莫及 的 量子 计算 机 . 

实现 量子 计算 机 的 技术 挑战 非常 苛刻 . 我 们 需要 能 够 控制 大 量 的 量子 比特 的 演 
化 , 同时 又 能 够 进行 大 量 的 量子 门 操作 . 退 相干 可 以 被 认为 是 实现 量子 计算 机 的 最 
大 障碍 . 这 里 , 退 相干 是 指 由 于 与 周围 环境 的 不 可 避免 的 相互 作用 所 造成 的 、 存 储 
在 量子 计算 机 中 的 信息 的 大 减 . 这 种 相互 作用 会 影响 量子 计算 机 的 性 能 , 引 人 计 算 
误差 . 此 外 , 还 必须 考虑 量子 计算 机 硬件 中 的 缺陷 所 带 来 的 误差 . 尽管 我 们 有 量子 
纠 错 码 , 但 是 , 成 功 纠 错 的 前 提 是 , 在 退 相干 时 间 内 , 量子 计算 机 必须 能 够 执行 多 次 
量子 门 操作 . 这 里 ,，“ 多 次 ”是 指 1000~10000, 其 精确 的 数目 依赖 于 错误 的 种 类 . 在 
复杂 的 多 比特 量子 系统 中 , 该 要 求 很 难 被 满足 . 

这 样 就 产生 了 如 下 问题 : 是 否 有 可 能 制造 一 台 有 用 的 量子 计算 机 , 对 于 一 些 重 
要 的 计算 问题 , 它 是 否 可 以 超越 现 有 的 经 典 计算 机 ? 如 有 可 能 的 话 , 那么 什么 时 候 
能 做 到 ? 除了 退 相干 问题 , 我 们 还 要 谈 一 下 在 寻找 新 的 有 效 量 子 算法 方面 所 遇 到 的 
困难 . 我 们 知道 , 量子 计算 机 可 以 有 效 地 解决 整数 因子 分 解 问题 , 但 是 对 于 下 述 基 
本 问题 , 尚 无 明确 答案 . 即 什么 样 的 问题 可 以 在 量子 计算 机 上 有 效 地 计算 ? 量子 计 
算 机 展示 了 一 个 迷人 的 前 景 , 但 是 , 其 实际 应 用 不 大 可 能 在 未 来 的 几 年 里 实现 . AB 
A, 要 多 久 才能 发 展 出 所 需 的 技术 呢 ? 尽管 原则 上 而 言 意 想不到 的 技术 突破 总 会 经 
常 发 生 , 要 记 住 , 为 了 研发 经 典 计算 机 所 需 的 技术 ， 人 们 曾经 付出 过 巨大 的 努力 . 

然而 , 尽管 如 此 , 第 一 个 普通 的 演示 性 实验 也 是 非凡 的 ， 因为 这 可 以 用 来 检验 
量子 力学 的 基本 原理 .量子 力学 是 一 个 十 分 有 违 直觉 的 理论 . 我 们 至 少 可 以 期 望 ， 
量子 计算 的 理论 和 实验 将 为 我 们 带 来 对 量子 力学 的 更 好 理解 . 而 且 ， 这 类 研究 可 以 
激发 对 于 单个 量子 系统 (如 原子 、 电 子 、 光 子 等 ) 控 制 的 研究 . 我 们 要 强调 , 这 不 仅仅 
是 出 于 实验 方面 的 好 奇 心 , 在 技术 应 用 方面 , 也 是 令 人 感 兴趣 的 . 例如 , 现在 人 们 已 
经 能 够 做 出 比 标准 的 原子 时 钟 更 为 精确 的 单 离子 时 钟 . 在 某 种 意义 上 ， 量子 计算 使 
得 人 们 更 有 理由 去 努力 实现 对 于 各 种 不 同类 型 单 量子 系统 的 操控 . 

另外 一 个 重要 的 研究 方向 , 与 信息 的 安全 传输 有 关 . 在 此 , 量子 力学 不 仅 使 我 
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们 可 以 进行 更 快 的 操作 , 而 且 可 以 实施 一 些 在 经 典 意 义 上 不 可 能 实现 的 操作 . 纠缠 
是 很 多 量子 信息 实验 方案 的 核心 ， 它 是 最 引人入胜 也 最 有 违 直 觉 的 量子 力学 特征 ， 
是 在 复合 量子 系统 中 所 观测 到 的 现象 。 纠缠 的 含义 为 , 对 于 两 个 明显 分 离开 的 粒子 
所 进行 的 测量 , 存在 着 非 局 域 性 的 关联 . 相互 作用 后 的 两 个 经 典 系统 , 分 别处 于 两 
个 有 明确 定义 的 状态 . 相反 , 两 个 量子 粒子 相互 作用 之 后 , 一 般 而 言 , 它们 不 再 可 以 
被 独立 地 描述 .这 两 个 粒子 之 间 存 在 一 种 纯 量 子 的 、 不 依赖 于 其 空间 距离 的 关联 . 
这 就 是 著名 的 EPR 伴 还 , 由 爱 因 斯 坦 、Podolsky 和 Rosen 在 1935 年 通过 理想 实验 而 
提出 . 他 们 证 明 , 如 果 我 们 接受 了 两 个 看 起 来 很 自然 的 原理 , 即 实 在 性 和 局 域 性 原 
理 , 那么 , 量子 理论 将 导致 相互 矛盾 的 结论 . 实在 性 原理 称 , 如 果 我 们 能 够 很 肯定 地 
预测 一 个 物理 量 的 值 , 那么 , 这 个 值 是 与 我 们 的 观察 无 关 的 物理 实在 . 局 域 性 原理 
则 称 , 如 果 两 个 系统 在 因果 关系 上 是 分 离 的 , 则 对 其 中 一 个 系统 所 进行 的 任何 测量 ， 
不 可 能 影响 到 对 另外 一 个 系统 的 测量 结果 . 换 句 话说 , 信息 不 可 能 传播 得 比 光速 快 . 

1964 年 贝尔 证 明 , 这 种 被 称 为 局 域 实在 论 的 观点 , 将 导致 与 量子 力学 相 矛 盾 的 
贝尔 不 等 式 ，Aspect 等 (1981) 利 用 纠缠 光子 对 进行 了 实验 , 其 结果 明确 违反 贝尔 不 
等 式 ( 数 十 个 标准 偏差 ), 而 与 量子 力学 的 预言 相当 一 致 Aspect 的 实验 还 显示 , 人 们 
可 以 利用 实验 来 研究 量子 理论 的 那些 基本 而 又 有 违 直觉 的 内 容 . 最 近 的 一 些 其 他 实 
验 , 已 经 更 加 接近 于 理想 的 EPR 方 案 所 提 的 要 求 . 更 一 般 而 言 , 归功 于 实验 技术 的 
发 展 以 及 实验 精度 的 不 断 提高 , 过 去 的 想象 实验 已 经 变 成 了 今日 的 真实 实验 . 

贝尔 不 等 式 和 Aspect 实 验 的 深刻 意义 远 远 超出 了 对 量子 力学 可 靠 性 的 检验 . 这 
些 结果 显示 , 纠缠 是 一 种 在 本 质 上 全 新 的 、 超出 经 典 物 理 范 畴 的 资源 , FFA, 纠缠 态 
在 实验 上 是 可 以 操控 的 . 

量子 纠缠 是 很 多 量子 通信 方案 的 核心 , 尤其 重要 的 是 量子 窗 集 编码 和 量子 隐形 
传 态 . 利用 量子 密集 编码 ， 通过 对 两 个 纠缠 的 量子 比特 中 的 一 个 进行 操作 ， 可 以 传 
送 两 个 比特 的 经 典 信 息 ; 量子 隐形 传 态 ， 允许 将 一 个 量子 系统 的 态 传送 给 另外 一 个 
在 任意 远 的 地 方 的 系统 . 在 近期 的 基于 光子 对 的 实验 中 ， 通过 光纤 连接 , 可 以 将 纠 
缠 发 送 到 10km 以 外 的 地 方 . 近来 ， 人 们 也 已 经 演示 了 纠缠 在 远程 自由 空间 中 的 传送 ， 
其 中 的 纠缠 光子 接收 器 远 隔 600m?. 要 重点 指出 是 ， 在 这 么 长 的 光学 距离 内 所 遇 到 
的 有 效 潢 流 ， 与 从 地 球 到 卫星 之 间 的 通信 所 过 到 的 湾流 是 相当 的 . 因此 , 可 以 期 望 ， 
在 不 久 的 将 来 , 人 们 可 以 利用 卫星 连接 在 远 距 离 接 收 器 之 间 ( 如 在 洲际 之 间 ) 传 送 纠 
缠 . 

量子 力学 对 密码 术 也 给 出 了 独特 的 贡献 . 它 可 以 使 通信 双方 能 够 发 现 其 讯号 
是 否 被 截 听 . 这 一 点 在 经 典 物理 的 范畴 内 是 不 可 能 的 ， 因为 在 经 典范 畴 内 , 原则 上 
总 可 以 将 经 典 信 息 进行 复制 而 不 改变 原始 信息 . 相反 , 在 量子 力学 里 , 基于 一 些 根 
本 的 原因 ， 测量 过 程 一 般 都 要 扰动 被 测量 的 系统 . 简单 而 言 , 这 是 海 森 伯 测 不 准 原 


CD 这 里 的 数据 源 自 2003 年 原 书 订 稿 之 时 , 现在 的 传输 能 力 已 远 远 提高 . 一 一 译 者 注 . 
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理 的 结果 . 在 量子 密码 术 方 面 的 实验 进展 , 给 人 以 深刻 印象 . 根据 已 经 演示 的 量子 
密码 方案 , 利用 光纤 , 已 经 可 以 在 几 十 千 米 的 距离 内 、 以 每 秒 几 干 个 比特 的 速度 运 
作 . 更 有 甚 者 , 在 几 千 米内 的 自由 空间 中 , 量子 密码 术 的 实施 也 已 经 演示 成 功 . A 
此 , 在 不 久 的 将 来 , 量子 密码 有 可 能 将 会 是 第 一 个 找到 商业 用 途 的 量子 信息 方案 . 

让 我 们 引用 薛 定 刘 的 话 来 结束 我 们 的 绪论 : “我 们 从 未 单单 用 一 个 电子 原子 
或 (小 ) 分 子 进 行 试验 . 在 想象 实验 中 , 我 们 有 时 假设 这 么 做 , 但 是 , RESHMA 
BER 我 们 并 不 是 在 用 单个 粒子 进行 实验 , 正如 我 们 并 不 能 在 动物 园 里 饲 
养 鱼 龙 .” 这 一 点 绝对 是 值得 注意 的 , 因为 在 50 年 之 后 的 现在 , 对 于 单个 电子 、 原 子 
与 分 子 的 实验 , 已 经 是 全 世界 实验 室 里 的 例 行 之 事 . 


参考 资料 指南 


在 每 一 章 的 结尾 , 我 们 给 出 一 个 简短 的 参考 资料 指南 . 我 们 的 目的 是 给 出 一 般 
的 参考 文献 ， 这 些 参 考 资料 可 以 引导 读者 对 本 书 所 讨论 的 主题 作 进 一 步 的 深入 研 
究 . 因此 , 我 们 常常 引 征 评述 文章 , 而 不 是 原著 . 

对 于 量子 信息 和 量子 计算 作 一 般 性 讨论 的 参考 文献 有 Preskill (1998) 的 
讲稿 、Gruska (1999) 的 著作 , 以 及 Nielsen 和 Chuang 的 专著 . 导论 程度 的 课本 
包括 Williams 和 Clearwater (1997) Pittenger (2000) 和 Hirvensalo (2001) 的 著作 . 
很 有 教 益 的 讲稿 有 : Aharonov (2001)、Vazirani (2002) 和 Mermin (2003) 的 讲稿 . 
Brylinski 和 Chen (2002) 的 书 讨论 了 量子 计算 的 数学 方面 . Lo 等 (1998)、Alber 
等 (2001) Lomonaco (2002) 和 Bouwmeester 等 (2000) 的 书 汇集 了 一 些 很 有 趣 的 
评述 性 文章 , 其 中 , 最 后 一 本 书 从 实验 角度 来 看 特别 有 趣 . 

Steane (1998) 以 及 Galindo 和 Martin-Delgado (2002) 的 论文 是 在 量子 计算 和 量 
子 信息 方面 很 有 用 的 评述 性 文章 . Ekert 等 (2001) 的 文章 讨论 了 量子 计算 方面 的 基本 
HS. Bennett 和 DiVincenzo (2000) 的 论文 是 一 篇 可 读 性 很 强 的 、 关 于 量子 信息 和 
计算 的 评述 性 文章 . 

Cabello (2000, 2003) 提供 了 有 关 量 子 力学 基础 和 量子 信息 基础 的 、 超过 8000 余 
篇 的 参考 文献 (截至 2003 年 6 月 ). 


fle ”经典 计算 导论 


在 讲解 量子 计算 与 量子 信息 之 前 , 有 必要 先 了 解 一 些 计 算 机 科学 的 基本 概念 . 
本 章 对 这 些 概念 予以 介绍 . 我 们 首先 讨论 图 灵机 . 它 是 计算 的 一 个 基本 模型 , 将 我 
们 对 算法 的 直觉 理解 予以 形式 化 ， 对 于 一 个 给 定 的 问题 , 如 果 存 在 一 个 算法 的 话 ， 
那么 , 这 个 算法 一 定 可 以 在 图 灵机 上 运行 . 然后 , 我 们 介绍 计算 的 线路 模型 . 线路 
模型 与 图 灵机 等 价 , 但 是 更 接近 于 真实 的 计算 机 . 在 线路 模型 中 , 信息 为 线路 所 携 
带 , 并 且 运 用 少量 的 基本 逻辑 门 , 就 可 以 实现 任意 复杂 的 计算 . 为 解决 一 个 给 定 的 
问题 , 重要 的 是 找到 最 佳 算 法 , 也 就 是 说 , 使 用 最 少 的 资源 (计算 机 内 存 、 时 间 和 能 
量 ) 来 解决 该 问题 , 所 谓 计 算 复杂 性 问题 , 其 精神 实质 即 在 于 此 , 不 过 , 对 此 我 们 将 仅 
简 述 关键 概念 而 已 . 最 后 , 我 们 研究 计算 所 需 的 能 量 资源 , 并 讨论 能 量 和 信息 的 关 
A. 该 关系 在 Landauer 和 Bennet 关 于 麦克 斯 韦 妖 伴 雇 问 题 的 研究 中 给 予 了 解答 ; 万 
其 是 Landauer 原理 给 出 不 可 逆 计 算 所 震 的 最 小 能 量 . 另外 , 利用 可 逆 门 , 原则 上 可 
以 进行 没有 能 量 损 耗 的 任何 复杂 计算 . 我 们 将 简单 讨论 一 个 具体 的 可 逆 计 算 模型 ， 
即 所 请 台球 计算 机 模型 . 


1.1 图 灵机 


算法 是 指 为 解决 某 问题 所 设计 的 指令 的 集合 . 例如 , 在 小 学 所 学 的 整数 加 法 和 
乘法 , 即 为 算法 . 对 于 任何 整数 , 这 些 算法 总 是 给 出 正确 结果 . 

图 灵机 在 20 志 纪 30 年 代 由 数学 家 阿兰 .图 灵 所 提出 , 对 于 我 们 直觉 中 的 算法 概 
念 , 它 给 出 了 准确 的 数学 表述 . 图 灵机 包含 任意 一 个 现代 计算 机 所 必需 的 基本 元 素 ， 
即 存储 器 、 控制 单元 及 读 、 写 单元 . 图 灵 的 工作 受 启发 于 当时 对 于 以 下 问题 的 激烈 
争论 : 对 于 哪 一 类 或 几 类 问题 , 可 以 找到 求解 它们 的 算法 . 该 争论 由 大 卫 . 希 尔 伯 特 
提出 的 一 个 问题 而 引起 . 20 世纪 初 , 大 卫 . 希 尔 伯 特 提出 了 一 个 很 深刻 的 问题 : 是 否 
存在 这 样 一 种 算法 , 它 在 原则 上 可 以 解决 所 有 的 数学 问题 . 希 尔 伯 特 当时 认为 这 个 
问题 的 答案 是 肯定 的 , 不 过 , 我 们 将 在 本 节 看 到 , 希 尔 伯 特 的 这 一 想法 是 错误 的 

另 一 个 紧密 相关 的 问题 是 , 对 于 一 个 由 一 些 公理 和 规则 所 定义 的 逻辑 系统 ; 是 
否 至 少 在 原则 上 , 所 有 的 命题 都 能 够 被 证 明 或 是 证 伪 ? 在 20 世 纪 初 , 人 们 普遍 认为 该 
问题 的 答案 是 肯定 的 (当然 , 这 一 问题 的 讨论 并 没有 涉及 以 下 问题 , 即 论 证 一 个 命题 
的 真 伪 在 实际 上 可 能 是 极端 困难 的 ). 然而 , 与 这 一 观点 相反 , 哥 德 尔 在 20 世 纪 30 年 
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代 证 明了 以 下 定理 : 任何 一 个 逻辑 系统 , 都 存在 不 可 判定 的 数学 命题 , 也 就 是 说 , 在 
该 逻辑 系统 的 公理 和 规则 范围 内 , 存在 不 可 能 被 证 明 或 证 伪 的 命题 . 该 定理 并 不 排 
除 以 下 可 能 性 , 即 在 引入 新 的 公理 和 规则 , 并 扩大 所 考虑 的 逻辑 系统 之 后 , 那个 命 
题 可 以 被 证 明 或 者 证 盆 . 然而 , 在 新 的 系统 中 , 仍然 可 以 发 现 新 的 不 可 判定 的 命题 . 
这 样 就 得 出 了 如 下 结论 : 逻辑 系统 本 身 是 不 完整 的 . 要 注意 的 是 , 哥 德 尔 定理 也 对 
计算 机 给 出 了 限制 , 即 计算 机 不 可 能 解决 所 有 关于 算法 的 问题 . 

图 1.1 给 出 了 图 灵机 的 主要 元 素 . 其 基本 思想 为 , 使 该 机 器 能 够 像 人 类 计算 机 ” 
那样 进行 计算 . 虽然 人 的 大 脑 只 能 存储 有 限 信息 , 人 却 可 以 使 用 无 限量 的 纸 来 供 其 
进行 读 写 . 类 似 地 , 图 灵机 包含 以 下 3 个 主要 元 素 : 

(1) 磁带 . 磁带 的 长 度 可 为 无 限 , 被 分 成 很 多 单元 . 每 个 单元 内 记 一 个 字母 a 或 
是 空白 , 其 中 , a; 是 一 个 有 限 长 字母 表 {01,a2,… , ax} 中 的 一 个 字母 . 在 磁带 中 , BR 
了 有 限 数目 的 单元 外 , 其 余 的 单元 都 是 空白 . 

(2) 控制 器 . 控制 器 可 以 处 于 有 限 个 状态 {s1, s2,… 91, Hh 其 中 , 五 是 一 个 特 
殊 的 态 , 为 停止 态 . 也 就 是 说 , 如 果 控 制 器 的 态 变 成 矿 , 则 终止 计算 . 

(3) 读 写 头 . 读 写 头 处 理 磁带 上 的 一 个 单元 ， 它 从 该 单元 读 出 、 写 人 或 探 掉 这 
个 单元 上 的 字母 , 然后 , 向 左 或 向 右 移动 一 个 单元 . 


CELLET 


— 


图 1.1 图 灵机 示意 图 
5b 代表 空白 单元 


图 灵机 的 运作 由 程序 控制 . 这 里 , 程序 是 指 一 个 有 限 的 指令 集合 , 其 中 每 个 指 
令 的 作用 , 是 控制 图 灵机 的 一 步 运 作 , 并 指示 随后 的 运作 . 其 体 而 言 ， 指令 的 运作 如 
F: 

(1) 控制 器 由 状态 s 变 成 状态 5; 

(2) 将 读 写 头 所 处 理 的 单元 的 字母 由 a 变 为 a; 

(3) 读 写 头 左 移 或 右 移 一 个 单元 . 

因此 , 图 灵机 的 一 个 指令 由 以 下 3 个 函数 fs 、f4 和 fp 所 定义 : 


5 = fs(s,0), (1.18) 
a= fa(s,a), {1.1b) 


8 量子 计算 与 量子 信息 原理 ”第 一 卷 : 基本 概念 

d= fp(s,a), (1.1c) 

其 中 , d 表示 读 写 头 向 左 移动 (d = DRAABA(d = r)， 简 而 言 之 , 函数 J6、f4 
和 fp 定义 了 以 下 映射 : 

(s,a) + (5,4,d). (1.2) 


1.1.1 图 灵机 上 的 加 法 运算 


我 们 先 来 讲 一 个 具体 例子 , 即 在 图 灵机 上 进行 两 个 整数 的 加 法 运算 . 为 简单 起 
UL, 我 们 用 一 进 制 来 表述 整数 , 也 就 是 , 用 NN 个 1 来 代表 整数 N. 例如 , 1 = 1, 2 = 1, 
3 = 111, 4 = 1111, 等 等 . 为 了 说 明 图 灵机 的 操作 , 我 们 举例 讨论 2 + 3. 为 此 , AR 
机 项 要 5 个 内 部 态 {s1, sz, 83, 84, HJ, 以 及 1 个 单一 字母 表 “1”. 我 们 用 4b 来 表示 磁带 
上 的 空白 单元 . 图 1.2 给 出 了 图 灵机 的 初 态 : 控制 器 的 初 态 是 s1, 磁头 指 在 一 个 确定 
的 单元 ; 要 加 的 数 2 = 11 和 3 = 111 则 写 在 磁带 上 , 二 者 之 间 用 一 个 空白 分 开 . 


TELELE: 


图 1.2 ”为 计算 2 加 3， 图 灵机 所 处 的 初始 状态 


表 1.1 给 出 了 一 个 计算 两 个 整数 相 加 的 程序 ,总 共有 6 行 ， 计算 机 根据 其 内 部 
态 s 及 从 磁带 上 读 出 的 字母 a, 来 决定 执行 哪 一 行程 序 . 表 1.1 的 后 3 列 分 别 给 出 新 状 
态 5、 在 磁带 上 要 写 人 的 字母 5 及 读 写 头 移动 的 方向 (d =E, d = r 右 移 ). 请 注意 ， 
第 4 行 中 的 a 为 0, 因为 处 于 停止 状态 的 计算 机 的 读 写 头 不 再 移动 . 不 难看 出 , 如 果 我 
们 从 图 1.2 所 给 出 的 初始 状态 开始 运行 表 1.1 中 的 程序 , 那么 , 计算 机 将 停 在 图 1.3 中 
所 给 出 的 位 形 上 , 结果 是 2 + 3 = 5. 也 容易 看 出 , 如 果 初 始 条 件 如 图 1.4 所 示 , 那么 ， 
用 同样 的 程序 可 以 相 加 任意 两 个 整数 六 和 24， 


表 1.1 ”在 图 灵机 上 计算 两 个 整数 相 加 的 算法 


-一 
ee = ”- 
S1 b 52 b I 
82 b S3 b l 
52 1 s2 1 l 
53 b H b 0 
83 1 84 b r 
84 b 82 1 l 
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PEPE EELEE= 


图 1.3 ”图 灵机 完成 2 + 3 之 后 的 状态 
该 机 器 从 图 1.2 的 初 态 开始 , 执行 表 1.1 中 的 程序 


-Tofiiif-++[rjrielijile-- BE b 


图 1.4 在 图 灵机 上 计算 两 个 整数 mm 与 ?之 和 的 初始 条 件 


1.1.2 ”Church- 图 灵 命 题 


图 灵机 有 能 力 解决 非常 复杂 的 问题 . 据 我 们 所 知 , 它 可 以 模拟 任何 在 现代 计算 
机 上 所 能 够 实现 的 操作 . 如 果 有 一 个 算法 可 以 计算 一 个 函数 , 那么 , 该 计算 可 以 在 
图 灵机 上 完成 . 这 个 想法 是 Church 和 图 灵 分 别 独立 提出 的 . 

Church- 图 灵 命 题 : 在 图 灵机 上 可 计算 的 所 有 函数 所 组 成 的 类 ,等 价 于 可 用 站 
法 来 计算 的 所 有 函数 的 类 . 

该 命题 给 “可 用 算法 来 计算 的 函数 ”这 一 直觉 观念 提供 了 严格 的 数学 定义 , 即 
一 个 函数 是 可 以 计算 的 , 当 且 仅 当 它 可 以 由 图 灵机 计算 . 该 命题 提出 于 1936 年 , 尚 
未 被 证 伪 , 即 尚未 发 现 这 样 一 个 算法 , 它 可 以 计算 一 个 不 能 用 图 灵机 来 计算 的 函数 . 
事实 上 , 人 们 有 大 量 的 证 据 支持 Church- 图 灵 命 题 . 


1.1.3 通用 图 灵机 


通用 图 灵机 U 是 一 个 包含 所 有 图 灵机 的 单一 机 器 . 于 是 , 通用 图 灵机 可 以 执行 
任何 算法 .一 个 图 灵机 T 在 运行 一 个 程序 时 , 读 人 写 在 磁带 上 的 z, 输出 T(z), 然后 
停机 . 只 要 我 们 在 通用 图 灵机 的 带子 上 给 出 图 灵机 7 的 详细 说 明 , 通用 图 灵机 就 可 
以 模拟 任意 图 灵机 T. 可 以 证 明 , 有 一 个 整数 nr 可 以 唯一 地 与 一 个 图 灵机 了 相 联系 ， 
该 整数 称 为 与 该 图 灵机 相 联系 的 图 灵 数 ， 因 此 , 如 果 给 定 7 的 nr 与 输入 r, 通用 图 
灵机 上 0 就 可 以 产生 输出 U(nzr,z) = T(x). 要 强调 一 点 , 在 通用 图 灵机 中 , 个 数 有 限 
的 内 部 状态 {si} 和 程序 是 固定 的 .因此 , 我 们 只 要 改变 带子 上 的 初始 条 件 , 就 可 以 
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进行 任意 计算 . 
1.1.4 概率 图 灵机 


作为 概率 图 灵机 的 特征 , 映射 (s,a) 一 (55, 是 概率 性 的 . 也 就 是 说 , 存在 随 
PLAS. 例如 , 机 器 可 以 以 抛 硬币 的 方式 来 决定 其 输出 , 硬币 落地 时 , 正面 向 上 的 概率 
是 p, 反面 向 上 的 概率 是 1 - p; 在 前 一 种 情况 , 机 器 的 新 内 部 状态 是 5 = Sr, 而 在 后 
一 种 情况 则 是 5 = 5. 概率 图 灵机 有 可 能 比 确定 性 图 灵机 更 有 效 , 它 可 以 更 快 地 解 
决 很 多 计算 问题 . 我 们 将 在 1.3 节 中 举例 说 明 概 率 算法 的 有 效 性 . 不 过 , 应 该 注意 到 ， 
概率 图 灵机 并 不 能 够 扩充 确定 性 图 灵机 所 可 以 计算 的 函数 的 类 , 事实 上 , 通过 逐个 
探查 硬币 的 所 有 可 能 状态 , 确定 性 图 灵机 可 以 模拟 概率 图 灵机 . 


1.1.5* ”停机 问题 


现在 , 我 们 讨论 如 下 问题 : 对 于 一 些 给 定 的 输入 r,， 某 些 图 灵机 是 否 会 最 终 停 
下 来 ?提出 这 个 问题 非常 自然 , 因为 机 器 既 可 能 达到 内 部 状态 五 而 停 下 来 , 也 可 能 
无 限 循环 而 永远 达 不 到 状态 巨 . 这 是 所 谓 的 停机 问题 . 图 灵 证 明 , 没有 算法 能 够 解 
答 这 一 问题 . 下 面 是 一 个 例子 . 机 器 T 在 输入 其 本 身 的 图 灵 数 nz 后 , 它 能 够 达到 状 
KH? 换 句 话说 , 有 没有 这 样 一 种 算法 4( 或 图 灵机 ), 对 于 任何 一 个 图 灵机 T, 4 的 
输出 4(nz) 可 以 告诉 我 们 图 灵机 T 对 于 输入 nz 是 否 会 最 终 停 下 来 . 

假设 这 样 的 算法 (或 图 灵机 ) 存 在 , B, 如 果 机 器 T 对 于 输入 nr 会 停机 , 那么 , 算 
法 4 对 于 输入 nz 所 给 出 的 输出 为 “是 ”并 且 停 机 , 否则 , 输出 为 “ 否 ” 然 后 停机 . 下面 
我 们 证 明 , 这 种 机 器 是 不 可 能 存在 的 . 让 我 们 考虑 另外 一 部 如 下 定义 的 机 器 B: 如 果 
对 于 输入 nz 、 算 法 A 输出 “是 ”, 那么 机 器 B 不 停机 ; 反之 , 如 果 算 法 4 输出 “ 否 ”, 则 
机 器 B 停 机 . 如 果 4 存 在 , 那么 B 也 存在 . 因此 , 对 于 每 个 输入 nz, 当 且 仅 当 T(n7) 不 
停机 时 ，B(nz) 停 机 . 现在 我 们 考虑 以 机 器 了 自己 的 图 灵 数 nz 作为 输入 , WAAR 
当 B(ns) 不 停机 时 , B(ns) 停 机 , BAIS. 因此 , 这 样 的 机 器 4 不 可 能 存在 " 

要 明白 以 上 反 证 法 的 逻辑 基础 , 我 们 可 以 看 一 下 下 面 这 个 自 相 矛 盾 的 语句 :“ 这 
个 句子 是 错误 的 ”. 该 句子 并 没有 违反 任何 语法 规则 , 也 就 是 说 , 它 的 句法 结构 是 完 
美的 . 但 是 , 我 们 却 无 法 回答 下 面 的 问题 ; "这 一 陈述 是 对 还 是 错 ?” 上 面 的 (停机 ) 问 
题 和 让 计算 机 回答 这 一 问题 是 等 价 的 . 请 注意 , 事实 上 , 这 类 算法 的 困难 之 处 在 于 
给 出 出 现 无 穷 循环 的 条 件 . 


1.2 计算 的 线路 模型 


就 计算 能 力 而 言 , 计算 的 线路 模型 与 1.1 节 所 讨论 的 图 灵机 是 等 价 的 , 不 过 ， 前 


O 严格 的 证 明 远 比 此 处 的 讨论 复杂 . 事实 上 ,“ 以 机 器 B 自 己 的 图 灵 数 ns 作为 输入 ”, 意味 着 B 用 自己 来 
定义 自己 , 对 此 类 问题 的 处 理 , 须 十 分 小 心 .一 一 泽 者 注 . 
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者 更 接近 于 真实 计算 机 . 现在 , 我 们 来 介绍 经 典 信息 

一 个 双 值 (二 进 制 ) 变 量 , 其 数值 通常 记 为 二 进 制 数 0 和 1. 一 个 线路 有 导线 (wire) 和 
门 (gate) 所 组 成 , 每 条 导线 携带 一 个 比特 的 信息 , 其 值 可 为 0 或 1. 下 面 将 看 到 , 门 的 
作用 是 对 这 些 比特 进行 逻辑 操作 . 经 典 计 算 机 的 信息 , 都 以 0 与 1 的 序列 形式 被 输入 
和 输出 , 因而 是 一 个 数字 设备 . 例如 , 一 个 小 二 2" 的 整数 N 可 以 写成 


n-i 
N= >> a2, (1.3) 
k=0 


其 中 , Bh CE, KOR OR. 于 是 , 我 们 可 以 将 N 等 价 地 写 为 
N= Qn—1 Qn-2 °° 21 40. (1.4) 
例如 , 3 = 1 4= 100, 5 = 101 Aras = 110001. 我 们 也 可 以 按 以 下 方式 写 出 二 进 制 


的 分 数 ， 如 了 =0.1, 3 = 0.01, = = 0.001 等 . 这 样 , 非 整 数 也 可 以 写成 二 进 制 形 式 ， 


如 5.5 = iora, 5.25 = 101.01 以 及 5 125 = = 101.001. 很 显然 , 任意 实数 都 可 以 按 所 需 
的 精度 用 一 个 二 进 制 分 数 来 近似 表示 . 

为 了 存储 一 个 二 进 制 数字 , 只 需要 一 个 装置 的 两 个 状态 , 因而 二 进 制 数 非常 适 
合 于 存储 在 电子 器 件 之 中 , 这 是 二 进 制 符号 的 优点 . 事实 上 , 计算 机 可 用 低 -高 电压 
或 者 只 有 两 种 状态 ( 开 和 关 ) 的 开关 来 承载 一 个 比特 的 信息 . 例如 , 图 1.5 中 的 电压 变 
化 , 可 以 被 用 来 记录 整数 N = 49. 


图 1.5 ”表示 整数 N = 49 的 电压 变化 图 


1.2.1 二 进 制 算术 


二 进 制 表述 的 算术 法 则 十 分 简单 . 作为 例子 , 可 参见 在 表 1.2 中 所 给 出 的 二 进 制 
数 加 法 表 , 其 中 , s = c 四 b 是 两 个 比特 a 与 5 的 和 (以 2 为 模 ), c 表 示 进 位 . 


表 1.2 ” 二进制 加 法 表 


e DO oja 
eH OF Oj 
DOr re oju 
e O O ojn 
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下 面 两 个 例子 , 应 该 有 助 于 说 明 计 算 两 个 二 进 制 数 的 和 与 积 的 过 程 . 为 比较 起 
见 , 我 们 也 给 出 了 十 进 制 的 加 法 和 乘法 . 


二 进 制 十 进 制 

加 法 11101 29 

10101 21 

110010 50 
乘法 11101 
10101 

11101 29 

11101 58 

11101 609 


1001100001 


1.2.2 基本 逻辑 门 


在 任何 计算 中 , 我 们 需要 提供 n 个 比特 的 输入 ,以 期 获得 ! 个 比特 的 输出 . 也 就 
是 说 , 我 们 必须 计算 以 下 形式 的 逻辑 函数 : 


f : {0,1}" {0,1}. (1.5) 


后 面 我 们 将 证 明 , 任何 这 种 函数 计算 , 都 可 以 被 分 解 成 一 系列 的 基本 逻辑 操作 . 为 
此 , 首先 我 们 来 介绍 几 个 在 计算 中 会 用 到 的 逻辑 门 . 

图 1.6 给 出 的 是 一 个 平凡 的 单 比特 门 , 称 为 恒 等 门 , 即 输出 的 比特 值 等 于 输入 的 
比特 值 . 最 简单 的 非 平 凡 门 是 非 门 (NOT), 它 作用 于 单个 比特 , 将 其 数值 反 转 : 如 果 
输入 是 0, 则 输出 为 1; 反之 亦 然 . 其 二 进 制 表示 为 


a=l—a, (1.6) 


其 中 , ado. 图 1.7 给 出 非 门 的 真 值 表 和 线路 表示 . 


a a 


0 0 a | > a 
1 1 


图 1.6” 恒 等 门 的 真 值 表 和 线路 表示 
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TE, 我 们 介绍 一 些 在 计算 中 要 用 到 的 涉及 两 个 比特 的 逻辑 门 . 这 些 门 有 两 个 
比特 的 输入 和 一 个 比特 的 输出 , 因此 可 以 表示 成 以 下 形式 的 二 进 制 函数 , 即 


了 : {0,1}? — {0,1}. 
(1) 与 门 (A, AND) (图 1.8): 当 且 仅 当 两 个 输入 比特 都 是 1 时 , 与 门 的 输出 才 是 1. 
用 二 进 制 法 的 表述 是 l 
aNb=ab. (1.7) 


0 f a a 
1 0 


图 1.7 ” 非 门 的 真 值 表 和 线路 表示 图 


a b al 


b . 
0 0 0 a 
0 ab 
0 1 | 
b 
1 0 0 


1 1 l 


图 1.8 与 门 的 真 值 表 和 线路 表示 图 


a b ava 


0 0 0 a 
avb 
0 1 1 
y 
1. 0 1: 
1 . 


图 1.9 ”或 门 的 真 值 表 和 线路 表示 图 
(2) 或 门 (v, OR) (图 1.9): 当 且 仅 当 两 个 输入 比特 中 至 少 有 一 个 是 1 时 , 或 
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门 的 输出 才 是 1. 其 二 进 制 表述 为 


aVvb=at+b~oab. (1.8) 


(3) 异 或 门 (@, XOR) (图 1.10): 如 果 输 入 中 只 有 一 个 比特 是 1, 则 异 或 门 输出 1; 
否则 输出 0. 异 或 门 (也 称 为 互 斥 或 门 ) 给 出 的 是 两 个 输入 的 以 2 为 模 的 和 


a®b=a+b (mod2). (1.9) 
a b ab 
0 0 0 a 
ab 
0 1 1 


l 0 1 


] l 0 


图 1.10 “ 异 或 门 的 真 值 表 和 线路 表示 图 


(4) 与 菲 门 (1,NAND) (图 1.11): 当 上 且 仅 当 两 个 输入 比特 都 是 1 时 ， 与 非 门 输出 0. 
将 非 门 应 用 到 与 门 的 输出 , 可 以 得 到 与 非 门 


atb=aAb=ab=1-—ab. (1.10) 
a b ats 
0 0 1 a 
ats 

0 1 1 

b 
1 0 1 
1 l 0 


图 1.11 与 非 门 的 真 值 表 和 线路 表示 图 


(5) 或 非 站 (NOR) (图 1.12): 当 且 仅 当 两 个 输入 都 是 0 时 ,或 非 门 才 输出 1 将 
非 门 应 用 到 或 门 的 输出 , 可 以 得 到 或 非 门 , 即 


alb=aVb=a+b—ab=1-—a-b+ab. (1.11) 
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a b ato 

0 0 1 a 

0 1 0 a}b 
b 

] 0 0 


图 1.12 或 非 门 的 真 值 表 和 线路 表示 图 


其 他 重要 的 门 有 复制 门 (也 称 FANOUT 门 ) 及 交换 (CROSSOVER) 门 (也 称 SWAP 
门 ). 复制 门将 一 个 比特 变 成 两 个 比特 


复制 :a 一 (a,a), (1.12) 
而 交换 门将 两 个 比特 的 值 交 换 

交换 : (a,b) — (b,a). (1.13) 
图 1.13 是 复制 门 和 交换 门 的 线路 图 . 


a b a 


(a) (b) 
图 1.13 ”复制 门 (a) 和 交换 门 (b) 的 线路 图 


将 上 述 基本 逻辑 门 组 合 起 来 , 可 以 实现 任意 复杂 的 计算 . 作为 例子 , 下 面 我 们 利 
用 与 门 .或 门 . 异 或 门 和 复制 门 来 构造 一 个 线路 , 以 求 得 两 个 整数 4 与 5 的 和 s. 我 们 的 
策略 是 逐个 比特 地 计算 a+2 = s. 先 将 a 与 b 写成 二 进 制 表 达 式 4 = (an, Qn-1,*… ;01，- 
ag) 与 b = (bn, bn-1,'… ;b1;bo), 然后 计算 第 i 个 比特 的 和 


Si = a2 b; OG (mod2), (1.14) 


其 中 , cj 是 a;_1 © bi-1 O G-1 的 进位 . 式 (1.14) 的 进位 记 为 c;+1， 即 如 果 ai b; 和 ci 中 
有 两 个 或 两 个 以 上 的 比特 值 是 1, 那么 进位 就 是 1, 否则， 进位 为 零 ， 不 难看 出 , 图 
1.14 对 于 输入 ai bifile 给 出 输出 s Me. 
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\ D 


图 1.14 计算 s = ai Ob: Oc 的 线路 图 , 进位 是 e+1. 分 又 线路 由 复制 门 构成 


要 注意 , 以 上 引入 的 基本 逻辑 门 并 非 都 是 彼此 独立 的 . 例如 , 与 门 、 或 门 和 非 
门 通过 以 下 的 摩根 恒等式 相 联 系 : 


aNb=avVb, (1.15a) 


aVo=anb. (1.15b) 
容易 验证 , 利用 与 门 、 或 门 和 非 门 , 按照 以 下 方法 可 以 构造 异 或 门 : 
aXORb = (aORb)AND ((NOTa)OR(NOTD)).. (1.16) 


1.2.3 通用 经 典 计 算 

通用 门 ” 利 用 与 门 、 或 门 、 非 门 和 复制 门 这 几 个 基本 逻辑 门 ， 可 以 构造 出 任意 
AA fF: 
f - {0,1}" — {0,1}™. (1.17) 
因此 ,对 于 经 典 计算 而 言 , REAREN 构成 了 远 辑 门 的 通用 集 ( 合 ). 

证 明 将 式 (1.17) 中 的 由 m 个 比特 所 表示 的 函数 记 为 1 = (fi, fay fm), WE 
等 价 于 下 曾 的 m 个 单 比特 (布尔 ) 函 数 : 


fi: {0,1}" 一 {0,1}, 151,2, pm. (1.18) 


BET BK EAT BRK la), a= (Qn —1; @n~25° °° ,&1, 80), 一 种 方法 是 考虑 其 如 下 定 
义 的 小 项 函数 . 具体 而 言 , 若 存 在 一 个 数 a 中 , 使 得 f(a 中) = 1, 则 可 以 引信 函数 所 的 


由 a 中 所 确定 的 小 项 函数 , EA fF.” (a): 


mn Ji, WR a= O 
s(a) = n 否则 . ° (1.19) 
PORE, FF PAF (a) SEAR ADRO < 上 << 27 一 1), 则 它 可 以 写成 
fila) = FP (a) VAP VV A), (1.20) 


BU f(a) 是 其 所 有 k 个 小 项 的 逻辑 或 ， 因 此 , 为 计算 函数 (a), 只 要 计算 其 所 有 的 小 
项 , 然后 进行 或 门 操作 就 可 以 了 . 我 们 注意 到 , 计算 分 解 式 (1.20), 需要 进行 复制 门 
操作 . 事实 上 , 每 一 个 小 项 都 要 对 a 实施 操作 , 因此 我 们 需要 a 的 x 份 找 员 . 

以 下 方法 可 以 用 来 计算 小 项 函数 J 中 举例 而 言 , Fa = 110100---001, 我 
们 有 


= 一 一 
fO (a) = an—1 A Gn—2 A Ging A an-4 A din—5 Aān-6 ^ AG2 NAB ^ao. (1-21) 


于 是 , 当 且 仅 当 a = a 时 , O(a) = 1. 这 样 就 完成 了 证 明 , 即 利用 与 门 、 或 门 、 非 
门 和 复制 门 这 些 基 本 逻辑 门 , 可 以 构造 一 个 一 般 的 函数 f(a). 

为 举例 说 明 以 上 方法 , 考虑 一 个 布尔 函数 f(a), 其 中 a = (aa at,ao). f(a) 的 定 
义 如 下 : 如 果 a =a) 或 者 a = o® 或 者 a = a), MW f(a) = 1, 否则 f(a) = 0, 其 中 ， 
af) = 1 (ag =0, a, = 0, ao = 1), a = 3 (ag = 0, a; = 1, a9 = 1), a3) = 6 (as = 1, 
a = 1, ao = 0), 这 样 1(a) RYDE (a), f(a) MFO (a). 4AM Ma = al? a 
以 及 a(3) 时 , 这 三 个 小 项 才 分 别 等 于 1. 因此 , RITA f(a) = FO (a) VF (a) FG)(a)， 
其 中 f(D(g) = G2 AG) ^ao, fO (a) 一 友和 al ^ a0, f(a) = az 人 al A Go. 

” ”事实 上 ， 基本 钦 辑 操作 的 数目 还 可 以 减少 . 例如 , 与 非 门 和 复制 门 是 更 小 的 通 
用 集 . 的 确 , 我 们 已 经 看 到 , 利用 摩根 恒等式 , 可 以 从 非 门 和 与 门 得 到 或 门 . 利用 与 
非 门 和 复制 门 , 也 很 容易 得 到 非 门 


afa=aAa=1—-c? =1-a4. (1.22) 


习题 1.1 利用 与 非 门 和 复制 门 构造 与 门 和 或 门 . 

在 计算 机 里 , 与 非 门 通常 是 利用 图 1.15 所 示 的 晶体 管 来 实现 的 ， 如 果 电 压 为 
TE, 比特 值 为 1; 电压 为 零 , 比特 值 为 0. 很 容易 验证 ， 该 电路 的 输出 是 a 1 5 的 确 , 只 
有 当 两 个 输入 都 是 正 电压 时 (a = b = 1), 才 有 电流 通过 晶体 管 . 在 这 种 情形 , 输出 
是 零 电 压 . 如 果 输 入 的 电压 中 至 少 有 一 个 是 零 电压 , 那么 ， 就 没有 电流 通过 晶体 管 ， 
从 而 输出 就 为 正 电压 . 
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a + 


a 
AF 
E 


接地 V=0 


afb 


图 1.15 与 非 门 的 电子 线路 
REREH, 和 Ts 是 两 个 晶体 管 


1.3 计算 复杂 性 


解决 一 个 给 定 问 题 , 总 需要 一 定 的 资源 . 例如 , 在 计算 机 上 运行 一 个 算法 ， 我 们 
需要 空间 (也 就 是 内 存 )、 时 间 和 能 量 . 计算 复杂 性 所 要 研究 的 是 解决 计算 问题 所 需 
的 资源 . 有 时 , 一 个 问题 会 明显 地 比 男 一 个 问题 更 容易 解决 . 例如 ， 两 数 相 加 比 两 数 
ERER. 但 是 , 在 一 般 情况 下 , 估计 一 个 问题 的 复杂 性 , 很 可 能 非常 困难 . 计算 
复杂 性 是 一 个 非常 重要 的 课题 ， 它 对 很 多 学 科 都 产生 了 影响 ， 包括 计算 机 科学 、 数 
学 、 物 理学、 生物 学 、 医 学 、 经济 学 ， 甚至 社会 科学 . 其 重要 任务 之 一 是 解决 下 述 问 
题 . 以 最 佳 可 能 算法 求解 一 个 给 定 问题 , 所 需 的 最 少 资源 是 多 少 . 

我 们 来 考虑 一 个 简单 的 例子 . 前 面 已 经 提 到 , ERN A, 正如 在 小 学 时 所 学 到 
的 , 两 个 数 相 加 比 两 个 数 相 乘 要 简单 . 其 原因 如 下 : 计算 两 个 "位 整数 相 加 所 需 的 
步骤 随 n 线 性 增加 , 也 就 是 说 , 计算 加 法 所 需 的 时 间 满 足 如 = an. 由 于 计算 两 个 数 
相 乘 所 需 的 时 间 与 rn 的 平方 成 正比 , tm = Brn?”， 人 们 可 能 会 得 出 这 样 的 结论 : 乘法 比 
加 法 更 复杂 . 得 到 这 一 结论 , 是 基于 我 们 在 小 学 所 学 到 的 对 于 加 法 和 乘法 的 特别 算 
法 . 我 们 要 间 的 一 个 问题 是 : 不 同 的 算法 是 否 会 导致 不 同 的 绪论. 很 显然， 计算 两 
个 数 相 加 所 需 的 步骤 不 可 能 比 " 小 ， 因为 我 们 至 少 要 读 出 n 位 数 的 输入 ， 对 此 , 我 们 
称 如 法 的 复杂 性 是 O(n) (其中, O() 的 含义 如 下 : 对 于 给 定 的 两 个 函数 1(n) 和 g(n)， 
如 果 当 n 一 obf, Ber < |f(n)/9(n)| < e250 < a1 < 2 < 00, Wes = O(g)). A 
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Sh, Schénhage 和 Strassen 在 1971 年 发 明了 一 种 建立 在 快速 傅 里 时 变换 之 上 的 算法 . 
利用 这 一 算法 , 在 图 灵机 上 计算 两 个 n 位 数 的 乘法 需要 O(nlog nloglogn) 2°. 还 有 
比 Sch6nhage 和 Strassen 的 算法 更 好 的 计算 乘法 的 算法 吗 ? 如 果 不 存在 的 话 , 那么 ， 
我 们 就 可 以 得 出 如 下 结论 :和 匀 法 的 复杂 性 是 O(nmlogmnloglogm), 因此 , 加 法 比 乘法 更 
容易 . 不 过 , 我 们 并 不 能 排除 存在 更 好 的 计算 乘法 的 算法 的 可 能 性 . 

发 明 计算 复杂 性 理论 的 主要 目的 , 是 要 区 分 这 样 两 类 问题 , 解决 它们 分 别 需 要 
多 项 式 性 的 与 指数 性 的 资源 . 更 确切 地 说 , 以 n 代 表 输 入 的 大 小 , 即 描述 输入 所 需 的 
比特 数 , 我 们 将 可 解 问题 分 为 如 下 两 类 : 

(1) 解决 此 类 问题 所 需 资 源 的 上 限 是 "的 多 项 式 . 我 们 称 这 些 问 题 是 可 以 被 有 
效 地 解决 的 , 或 者 是 容易 的 、 可 处 理 的 或 可 行 的 . 加 法 与 乘法 属于 此 类 问题 . 

(2) 解决 此 类 问题 需要 超 多 项 式 性 的 资源 ( 即 所 需 资 源 量 的 增长 比 n 的 任何 一 个 
多 项 式 都 快 ). 这 类 问题 被 看 成 是 困难 的 、 不 可 处 理 的 或 者 不 可 行 的 . 例如 , 人 们 相 
信 ( 尽 管 没有 证 明 ), 寻找 整数 的 素数 分 解 属于 这 一 类 问题 . 也 就 是 说 , 已 知 的 解决 这 
一 问题 的 最 佳 算法 需要 n 的 超 多 项 式 性 的 资源 . 不 过 , 我 们 还 不 能 排除 存在 多 项 式 
性 算法 的 可 能 性 . 
评语 

(1) 举 个 例子 , 有 助 于 我 们 理解 超 多 项 式 性 问题 的 困难 所 在 : 对 于 整数 分 解 , 现 
在 最 好 的 算法 是 数 域 筛 方法 , 它 需 要 exp(O(n1/3(logn)?/ 3)) 次 运算 , 其 中 n = log N 是 
输入 的 大 小 . 这 样 , 在 200-MIPS 计算 机 上 分 解 一 个 250 位 的 数 (MIPS 意 为 每 秒 105 次 
指令 ), 要 用 107 年 (Hughes, 1998). 因此 , 我 们 得 出 结论 , 在 现 有 算法 与 可 预见 之 技术 
进步 的 条 件 下 , 该 问题 实际 上 是 不 可 解 的 . 

(2) 当然 , 当 a > 1. 例如 , a = 1000 时 ， 按照 ax 变化 的 多 项 式 性 算法 也 很 难 被 称 
为 容易 .不 过 , 在 实际 情况 中 , 很 少 遇 到 a ;> 1 的 有 用 算法 . 而 且 , 将 计算 复杂 性 理 
论 建立 于 对 多 项 式 性 与 指数 性 算法 的 区 分 之 上 , 还 有 如 下 更 为 基本 的 原因 . 事实 上 ， 
按照 强 Church- 图 灵 命 题 , 这 一 分 类 对 于 计算 模型 的 变化 是 稳定 的 (robust)， 

强 Church- 图 灵 命 题 一 台 概率 图 灵机 可 以 模拟 任意 计算 模型 , 其 所 需 基 本 运 
算数 目的 增加 , 最 多 为 多 项 式 性 的 . 

这 一 命题 说 明 , 如 果 一 个 问题 不 能 在 概率 图 灵机 上 以 多 项 式 性 的 资源 来 解决 ， 
它 在 任何 机 器 上 都 不 会 有 效 地 解决 . 在 允许 多 项 式 性 差异 的 情况 下 ， 任意 计算 模型 
与 概率 图 灵机 是 等 价 的 . 

就 这 一 点 而 言 ， 量子 计算 机 对 强 Church- 图 灵 命 题 提出 了 挑战 .的 确 ， 如 将 在 
第 3 章 中 所 讲 , Shor 发 现 了 一 个 使 用 多 项 式 性 的 资源 的 算法 ， 可 以 在 量子 计算 机 上 
解决 整数 分 解 问题 . 如 上 所 述 , 在 经 典 计算 机 上 , 我 们 不 知道 任何 可 以 以 多 项 式 性 资 


D 该 结论 对 于 任意 对 数 底数 都 成 立 , 因此 这 里 没有 必要 规定 具体 底数 ， 下 面 也 有 类 似 的 情况 . 一 一 译 
者 注 . 
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源 来 解决 该 问题 的 算法 . 事实 上 , 如 果 这 样 的 经 典 算法 的 确 不 存在 , 我 们 可 以 称 计 
算 的 量子 模型 比 概率 图 灵机 模型 更 为 强 有 力 , 从 而 , 强 Church- 图 灵 命题 该 被 放弃 . 


1.3.1 复杂 类 


如 果 一 个 问题 可 以 在 多 项 式 性 的 时 间 内 被 解决 , 即 其 步 又 数 是 输入 大 小 的 多 项 
式 , 我 们 称 该 问题 属于 计算 类 P. 而 计算 类 NP 被 定义 为 这 样 一 类 问题 , 其 解 可 以 在 
多 项 式 性 的 时 间 内 验证 . 很 明显 , P 是 NP 的 子 集 , 即 P C NP. 数学 与 计算 机 科学 中 
的 一 个 基本 问题 是 , NP 中 是 否 有 不 属于 P 的 问题 . 尽管 没有 证 明 , 人 们 推测 P ANP. 
如 果 这 一 推测 是 对 的 , 则 存在 难 解 但 是 容易 验证 其 解 的 问题 . 例如 , 整数 分 解 问题 
属于 NP 类 , 因为 容易 验证 一 个 数 m 是 否 是 一 个 整数 N 的 因子 . 然而 , 我 们 不 知道 任 
何 可 以 在 经 典 计 算 机 上 有 效 地 求解 N 的 素数 因子 的 算法 . 因此 , 人 们 推测 整数 分 解 
问题 不 属于 P 类 . 

如 果 存 在 这 样 一 个 问题 , 使 得 NP 中 的 任何 一 个 问题 都 可 以 被 多 项 式 性 地 约 化 
为 该 问题 , 则 我 们 称 该 问题 为 NP 完全 (NPC). 具体 而 言 , 如 果 一 个 问题 是 一 个 NPC 问 
题 , 则 对 于 NP 中 的 任何 问题 , 都 存在 一 个 将 它 映射 到 该 NPC 问题 的 映射 , 而 该 映射 
可 以 利用 多 项 式 性 的 资源 来 计算 . 因此 , 如 果 发 现 了 一 个 能 够 有 效 地 解决 一 个 NPC 问 
题 的 算法 , 我 们 则 得 到 结论 P =NP. NPC 问 题 的 一 个 例子 是 推销 员 问 题 : 给 定 n 个 城 
市 、 其 间距 离 djs ( = 1,2,---,n), 以 及 一 个 长 度 d, 问 是 否 有 一 条 其 长 度 短 于 d 的 
路 径 使 得 推销 员 可 以 访问 每 一 个 城市 . 我 们 指出 , 有 些 问 题 , 尤其 是 整数 分 解 问题 ， 
被 推测 为 既 不 属于 P 也 不 属于 NPC. 已 经 证 明 , MEP ANP, 则 存在 既 不 属于 P 也 不 
属于 NPC 的 问题 . 图 1.16 给 出 NP 问题 的 可 能 图 示 . 


(a) (b) 
图 1.16 ”NP 问题 的 可 能 图 示 
尽管 没有 证 明 , 人 们 推测 左边 的 图 为 正确 


至 此 , 我 们 讨论 了 时 间 资 源 . 不 过 , 运行 一 台 计 算 机 , 空 间 和 能 量 资源 也 同样 重 
要 . 对 于 能 量 资源 的 讨论 将 在 1.5 节 给 出 . 

PAAR. 空间 与 时 间 资 源 是 相互 联系 的 . 实际 上 ， 如 果 在 图 灵机 的 
某 一 步 , 我 们 使 用 了 一 个 新 的 内 存单 元 , 则 空间 和 时 间 资 源 以 同样 的 比例 变化 . 不 


第 1 章 ”经典 计算 导论 21 


过 , 它们 还 是 有 一 个 本 质 的 区 别 : 空间 资源 可 以 再 利用 . 我 们 定义 PSPACE 为 这 样 一 
类 问题 , 解决 它们 所 需 的 空间 资源 , 对 于 输入 大 小 的 依赖 是 多 项 式 性 的 , 而 与 计算 
时 间 无 关 . 可 以 肯定 , P C PSPACE, 因为 在 多 项 式 性 的 时 间 内 图 灵机 只 能 使 用 过 多 
项 式 性 数 日 的 内 存单 元 人 们 也 推测 P A PSPACE. 的 确 , 下 面 的 观点 似乎 是 有 道 
理 的 , 即 与 拥有 多 项 式 性 的 时 间 和 空间 资源 的 情况 相 比 较 , 如 果 我 们 有 不 受 限 制 的 
时 间 资 源 和 多 项 式 性 的 空间 资源 , 则 可 能 解决 更 大 一 类 的 问题 . 然而 , 还 不 能 证 明 
在 PSPACE 中 存在 不 属于 P 的 问题 . 容易 证 明 , NP 是 PSPACE 的 一 个 子 集 , BNP 
的 任何 问题 都 可 以 利用 多 项 式 性 的 空间 资源 来 解决 . 事实 上 , 我 们 总 可 以 用 穷尽 法 
来 寻找 一 个 NP 问题 的 解 , 也 就 是 说 , 由 于 NP 问题 的 解 可 以 在 多 项 式 性 的 时 间 与 空 
HARE, 重复 利用 同样 的 (多 项 式 性 的 ) 空 间 资 源 , 可 以 检验 所 有 可 能 的 解 . 总 之 ， 
我 们 知道 P CNPCPSPACE, 但 是 , 我 们 不 知道 这 些 结论 是 否 严格 . 

最 后 ,我 们 讨论 在 概率 计算 机 (如 概率 图 灵机 ) 上 求解 判定 问题 ， 即 其 答案 为 
“是 ”或 “ 否 ” 的 问题 . 对 于 一 个 问题 , 如 果 存 在 一 个 多 项 式 性 时 间 的 算法 , 使 得 


对 于 所 有 可 能 的 输入 得 到 正确 答案 的 概率 大 于 上 + 5; 其 中 5 > 0, 则 称 该 问题 属 


于 BPP 类 (BPP 意 为 有 限 误差 的 概率 多 项 式 性 时 间 ). 根据 1.3 节 所 讨论 的 Chernof 界 
限 , 如 果 数 次 运行 该 算法 并 且 利 用 多 数 投票 法 则 , 则 得 到 正确 答案 的 概率 会 很 快 地 
增加 . 事实 上 , 将 相应 算法 重复 与 1/e 的 对 数 相 当 的 次 数 , 即 可 将 一 个 BPP 问 题 的 概 
率 误差 减 小 到 e 以 下 . 

下 面 的 例子 说 明 , 对 答案 的 绝对 正确 性 的 要 求 有 时 可 以 放松 , 并 允许 小 概率 误 
差 的 出 现 . 考虑 一 个 入 比特 的 数据 库 , jo , jw. 假设 我 们 事先 知道 , 这 些 比特 的 
值 或 者 都 相等 (ji = … = jn = 0 Ri =- = jw = 1), 或 者 一 半 是 0 一 半 是 1. 
我 们 将 第 1 种 可 能 性 称 为 “ 常 项 ”, 第 2 种 可 能 性 称 为 “平衡 ”我 们 的 问题 是 区 分 
这 两 种 可 能 性 . 对 于 所 有 比特 都 相等 的 情况 , 为 了 肯定 得 到 正确 答案 , 我 们 必须 考 


REAR + 1 个 . 事实 上 ， MERMA TEA KREMA Aliy), HARAT 


们 都 相等 , 如 它们 是 0, 我 们 仍然 不 能 排除 出 东平 衡 情况 的 可 能 性 这 是 因为 有 可 
能 ji =- = jy = 0 iy ys =.= jy = 1, 为 了 概率 性 地 解决 我 们 的 问题 , 我 们 
可 以 像 拂 硬币 屠 样 在 1 与 N 之 间 无 规则 地 取 一 个 数 记 重复 x 次 , 如 果 我 们 发 现 不 同 
的 比特 , 则 认为 是 平衡 情况 . 如 果 所 有 比特 都 相等 , 则 认为 是 常 项 情况 . 当然 ， 这 样 
有 可 能 给 出 错误 答案 . 不 过 , 在 平衡 情况 下 , 每 次 都 得 到 相同 比特 的 概率 是 1/2”， 
因此 , 如 果 k 的 取 值 使 得 1/2*-! < e, 我 们 可 以 把 出 错 的 概率 降 为 e 以 下 . 这 样 ， 我 们 
需要 对 k = OQog(1/6)) 个 比特 进行 观察 , 而 与 入 的 大 小 无 关 . 这 个 例子 说 明 , 在 经 典 
计算 机 上 , 利用 概率 特性 解决 BPP 类 问题 ， 比 直 接 解 决 P 类 问题 更 容易 有 效 地 完成 . 
可 以 肯定 P CBPP, 但 是 NP 与 BPP 的 关系 尚 不 清楚 . 

我 们 以 引入 计算 类 BQP(BQP 意 为 有 限 误差 的 量子 概率 多 项 式 性 ) 来 结束 本 节 . 
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对 于 一 个 判定 问题 如 果 存 在 一 个 多 项 式 性 时 间 的 量子 算法 , 其 给 出 正确 答案 的 概 
率 大 于 = +5 (其 中 5 > 0), 我 们 称 该 问题 属于 BQP 类 . 由 于 整数 分 解 问题 可 以 被 约 
化 为 判定 问题 Shor 算 法 属于 此 类 . FEE, 该 算法 以 Otm? lognloglognlog(1/6)) 次 
运算 解决 该 分 解 问题 , 其 中 c 是 误差 概率 . 注意 , e 不 依赖 于 输入 大 小 n, 因此 , 我 们 可 
以 把 它 取 得 任意 小 而 仍然 拥有 一 个 有 效 算法 . 我 们 要 强调 , 不 论 是 确定 性 的 还 是 概 
率 性 的 , 没有 任何 已 知 的 经 典 算法 , 能 够 以 输入 大 小 的 多 项 式 性 次 数 的 运算 来 解决 
这 一 问题 . 我 们 已 知 P CBPPCBQPCPSPACE 并 且 推 测 BPPBQP, 即 量子 计算 机 
比 经 典 计算 机 更 强 有 力 . 


1.3.2* Chernoff APR 


在 求解 一 个 判定 性 问题 的 答案 时 , 概率 算法 给 出 一 个 二 进 制 输出 / 例如 , 我 们 
可 以 假设 f = 1 对 应 肯定 答案 , f = 0 对 应 否定 答案 . 我 们 可 以 重复 该 算法 k 次 , 然后 实 
施 多 数 选票 原则 来 决定 答案 . 假设 在 每 一 次 实施 该 算法 时 , 如 第 i(i = 1,2,… k), 


Rp: > 5 + 4 的 概率 得 到 户 = 1, 而 以 po < 二 一 5 的 概率 得 到 方 ~ 0. 这 里 , 多 数 
选票 原则 失败 的 条 件 是 
Sk 三 5 fi < k/2. 
注意 op 的 平均 值 为 K(1/2 + 8), 要 大 于 k/2， 使 得 多 数 选票 原则 失败 的 最 可 几 序 
列 { fi}, 其 sx 值 最 接近 于 sk 的 平均 值 , 即 se ~ /2. 这 些 序列 发 生 的 概率 为 
$ A _ 4g2)% 
p (Effa fad 3) < (3-5) (3+8) = 和. (1.23) 


由 于 共有 2k 个 可 能 的 序列 { 户 }) 可 以 得 到 如 下 结论 : 多 数 选票 原则 失败 的 概率 为 


p (s: < =) <x Ü 4i = (1 —462)5. (1.24) 
BUS, 因为 1 - x < exp(—2), RIMIS Chernoff J-A 
p (s < =| < exp(—26°k). (1.25) 
因此 , 为 使 概率 误差 降 到 e 以 下 , 计算 次 数 所 要 满足 的 条 件 是 
k> a in(2) . (1.26) 


1.4* ”对 动力 学 系统 性 质 的 计算 


计算 机 有 很 多 用 途 ， 其 主要 应 用 之 一 是 模拟 那些 能 够 描述 复杂 系统 演化 的 动力 
学 模型 ， 这 里 所 说 的 动力 学 模型 , 并 非 仅仅 针对 物理 学 和 数学 所 感 兴 趣 的 问题 , 也 
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包括 其 他 领域 (诸如 化 学 、 生物 学 、 经 济 学 、 医 学 、 工 程 学 、 社 会 科学 、 气象 学 以 及 
人 口 动力 学 等 领域 ) 中 的 更 广泛 的 问题 , 从 计算 复杂 性 的 角度 而 言 , 人 们 自然 会 提出 
这 样 的 问题 : 这 些 复杂 问题 能 够 被 有 效 地 解决 吗 ? 更 准确 地 讲 , 给 定 一 个 动力 学 系 
统 , 是 否 可 以 找到 对 时 间 : 而 言 为 有 效率 的 解 ? 也 就 是 说 , 是 否 可 以 利用 其 运算 次 数 
为 logt 的 多 项 式 性 的 算法 来 解决 这 个 问题 ? 注意 , 这 里 logt 是 给 出 时 刻 t 所 需 的 比特 
数 . 本 节 我 们 将 会 看 到 , 对 于 一 个 一 般 的 其 演化 由 非 线 性 方程 所 描述 的 动力 学 系统 ， 
答案 是 否定 的 . 


1.4.1* ”确定 性 混沌 


确定 性 混 汪 是 20 世 纪 的 最 重要 发 现 之 一 . 我 们 首先 简要 介绍 “确定 性 混沌 ”的 
含义 . 一 个 系统 , 如 果 它 的 过 去 和 未 来 的 状态 都 可 以 由 现在 的 状态 来 决定 , 我 们 称 
其 为 确定 性 的 ， 例 如 , 一 旦 给 定 了 一 个 经 典 系 统 在 to 时 刻 的 状态 , 那么 , 牛顿 运动 
定律 可 以 完全 确定 该 系统 的 将 来 和 过 去 . 另外 , 该 系统 的 运动 可 能 会 十 分 复杂 , 以 
至 于 事实 上 我 们 无 法 将 之 与 完全 混沌 的 运动 区 分 开 来 . 这 一 特性 , 使 得 物理 定律 的 
确定 性 与 在 表面 上 看 起 来 非常 混乱 的 自然 现象 (如 在 我 们 日 常生 活 中 所 观察 到 的 济 
流 ) 可 以 一 致 起 来 . 因此 , “确定 性 混沌 ”并 非 一 个 自 相 矛盾 的 用 语 . 一 -个 现象 可 以 
既是 确定 性 的 , 也 是 混沌 的 . 说 它 是 确定 性 的 , 是 因为 它 的 未 来 完全 由 其 初始 条 件 
决定 ; 说 它 是 混沌 的 , 是 由 于 其 运动 如 此 复杂 , 以 至 于 实际 上 完全 无 法 预测 .以 下 
我 们 来 阐明 这 一 点 . 首先 考虑 一 个 一 维 简 谐 振子 , 它 是 一 个 经 典 可 解 系统 , 也 称 为 
可 积 系统 ; 其 运动 方程 aaz/dt2 +w2z = 0 的 解析 解 是 z(t) = zo cos(wt + po), 其 中 zo 
和 go 是 初始 位 置 和 初始 相位 . 对 于 一 个 给 定 的 时 间 t, 计算 机 通过 O(log 次 运算 就 
可 以 输出 上 述 z(). 相反 , 如 下 所 述 , 对 于 混沌 运动 , 计算 机 则 需要 Ot) 次 运算 才能 
输出 z(t). 这 意味 着 , 可 积 系统 的 运动 是 可 以 预测 和 计算 的 ， 而 混沌 系统 实际 上 是 不 
可 以 预测 的 . 也 就 是 说 , 我 们 不 可 能 用 一 个 比 0() 次 运算 更 好 的 算法 来 描述 一 个 混 
沌 系统 的 罗 道 : 系统 本 身 才 是 “自己 最 好 的 计算 机 ”. 

为 了 澄清 这 个 概念 , 我 们 考虑 一 个 保守 系统 , 它 可 以 用 哈密 顿 量 AG, p) 来 描 
述 , 其 中 g = (q ,gn) 和 p = (pist ,Pn) 分 别 代表 正则 坐标 和 正则 动量 . 因为 能 
量 是 一 个 运动 常数 , 系统 的 轨道 在 互 (wp) = 的 能 量 面 上 运动 . 现在 ， 我 们 将 能 量 
面 分 成 有 限 个 互相 不 重合 的 单元 , 每 一 个 单元 用 一 个 整数 来 标记 . 如 果 我 们 对 系统 
的 轨道 有 完全 的 信息 , 那么 , 我 们 就 可 以 记录 系统 在 时 间 回 隔 r 内 所 处 的 单元 . 这 样 ， 
我 们 得 到 一 个 整数 序列 ， 它 提供 了 描述 一 条 轨道 的 粗 粒 化 的 图 像 . 对 于 没有 规则 性 
的 混沌 系统 , 系统 在 到 达 时 刻 t 之 前 所 经 历 过 的 单元 的 信息 ， 并 不 足以 确定 t 十 1 时 
刻 的 单元 ,这 里 , 离散 时 间 t 的 一 个 单位 对 应 于 时 间 间 隔 ~. 因此 ， 就 混 注 系统 而 言 ， 
关于 过 去 的 粗 粒 化 的 知识 , 并 不 足以 确定 粗 粒 化 的 未 来 . 相反 , 对 于 具有 规则 轨道 
的 非 混沌 系统 , 这 是 可 能 的 . 这 是 因为 , 即使 是 粗 粒 化 的 轨道 ， 也 会 显示 出 规则 性 . 
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要 注意 , 划分 能 量 面 时 , 我 们 并 没有 对 单元 的 尺度 作 任 何 限制 . 更 确切 地 说 , 一 系列 
有 限 精 度 的 测量 , 不 管 精度 如 何 , 都 不 能 够 预测 一 个 混沌 系统 的 未 来 . 

下 面 , 利用 逻辑 映射 , 我 们 举例 说 明确 定性 混沌 这 一 概念 . 该 映射 是 混沌 领域 
中 最 著名 的 模型 之 一 , 由 一 个 一 阶 差分 方程 来 定义 : 


Inti 一 Qzn(1 一 Zn)， (1.27) 


其 中 , 0 < a <4, 这 样 , 单位 间隔 [0, 1] 被 映射 到 其 自身 . 逻辑 映射 的 行为 非常 复杂 . 
通过 改变 参数 a, 其 行为 可 以 由 规则 变 为 混沌 . 特别 是 , 当 a = 4 时 , 映射 是 完全 混沌 
的 . Sa, = sin?(nyn), 在 式 (1.27) 中 , 代 人 a = 4, 经 过 一 些 很 简单 的 代数 运算 , 我 们 
得 到 sin2(ryn ai) = sin?(27ty,). 因此 , a = 4 的 逻辑 映射 与 下 面 的 映射 等 价 ; 


Yn41 = 2yn (mod1). (1,28) 
该 方程 将 单位 间隔 [0, 1] 映射 到 它 自己 , 并 有 一 个 很 简单 的 解析 解 
Yn = 2"yo (modi). (1.29) 


如 果 把 yo 写成 二 进 制 , 例如 


yo = 0.1101001100011010 - - (1.30) 


那么 , 该 映射 的 解 可 以 表述 如 下 : 事实 上 , 很 容易 验证 , 在 二 进 制 表述 中 , 映射 (1.28) 
的 每 一 次 迭代 的 结果 ,其实 就 是 将 ! 的 小 数 点 向 右边 移动 一 位 ,然后 将 小 数 点 左边 
的 整数 部 分 扔 掉 . 这 样 , 每 次 映射 擦 掉 一 个 比特 的 信息 . 

现在 , 容易 证 明 , 确定 性 方程 (1.28) 的 解 是 完全 不 可 预测 的 . 在 我 们 的 例子 中 ， 
单位 间隔 [0,1] 扮 演 能 量 面 的 角色 , 也 就 是 说 , 轨道 处 于 这 个 间隔 中 . 我 们 把 “能 量 
面 "划分 成 两 个 单元 , 0 < y < 1/2 为 左 单元 , 1/2 < y <1 为 右 单元 . 从 二 进 制 表 
示 (1.30), 我 们 可 以 看 出 , y 的 小 数 点 后 面 的 第 一 位 数 的 值 (0 或 1 ) 决定 w 是 在 左 单 
元 还 是 右 单 元 因为 每 一 步 映 射 使 小 数 点 向 右 移 动 一 位 , 所 以 ， 由 左右 单元 所 给 出 
的 粗 粒 化 的 加 道 , 实际 上 对 应 于 初始 值 y 的 二 进 制 表示 : 0 意味 着 左 单元 , 1 意味 
着 右 单元 . 很 显然 , 即使 知道 粗 粒 化 轨道 的 前 t 位 数 , 也 不 能 够 确定 第 t+ 1 位 数 . 事 
实 上 , 即使 我 们 知道 yo 的 初始 的 + 位 二 进 制 数 字 ， 也 不 能 确定 其 后 的 数字 . 随 着 时 
间 的 推移 , 方程 的 解 依赖 于 初 值 的 那些 越 来 越 小 的 部 分 . 换 句 话说 ， 男 定 之 后 , 我 
们 其 实 给 系统 提供 了 无 限 多 的 复杂 性 . 这 种 复杂 性 是 由 运动 的 混沌 特性 所 引起 的 . 

方程 (1.28) 的 解 有 多 无 规 ? 假设 有 某 个 知道 方程 (1.28) 的 精确 解 的 人 , 告诉 
我 们 一 个 用 w 表达 的 数字 序列 .我 们 是 否 可 以 推测 出 ， 这 个 人 告诉 我 们 的 是 方程 
(1.28) 的 真实 解 , 还 是 他 通过 比如 说 抛 硬币 (如 用 0 表示 正面 , 1 表示 反面 ) 而 得 到 的 
一 个 随机 数字 的 序列 ? 答案 是 否定 的 . 事实 上 , 我 们 很 容易 说 服 自己 , 所 有 可 能 的 
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初始 条 件 yo 的 集合 与 抛 硬币 得 到 的 所 有 可 能 的 序列 的 集合 是 一 一 对 应 的 ?， 抛 硬 
币 得 到 的 序列 是 随机 的 , yo 的 二 进 制 表示 也 是 随机 的 , 因此 , 轨道 本 身 也 是 随机 的 . 


1.4.2* ”算法 复杂 性 


我 们 有 必要 弄 清 楚 “ 一 个 数字 串 是 随机 的 ”这 一 陈述 的 含义 . 每 个 二 进 制 数字 
携带 一 个 比特 的 信息 , 因此 , 一 个 n 比特 的 二 进 制 序列 携带 n 个 比特 的 信息 . 然而 ， 
如 果 数 字 之 间 存 在 关联 , BRA, 这 个 n 比特 的 序列 可 以 用 更 短 的 序列 来 表达 , 对 于 
一 个 比特 序列 zx, 可 以 定义 其 复杂 度 Kula). 按照 Kolmogorov 的 理论 , 对 于 一 个 给 
定 的 na 比特 序列 z, 其 在 一 台 机 器 M 上 的 复杂 度 KKm (x), 可 以 被 定义 为 在 该 机 器 M 上 
能 够 计算 该 序列 的 最 短 计 算 机 程序 (算法 ) 的 比特 长 度 . 要 注意 的 是 , 存在 不 依赖 于 
具体 机 器 的 复杂 度 . 事实 上 , Kolmogorov 已 经 证 明 , 存在 通用 机 器 忆 ， 使 得 


Ky (2) < Ky (2) +Cm, (1.31) 


其 中 , Cu 依赖 于 MM 但 不 依赖 于 zx. 

我 们 来 考虑 序列 01010101.… , 它 可 以 通过 程序 “将 01 打 印 " 次 ”来 给 出 . 该 程序 
的 长 度 是 logsn + A, 其 中 , logzn 是 为 了 确定 数字 n 所 必需 的 比特 数 , A 是 一 个 依赖 
于 机 器 的 常数 . 这 样 , 该 序列 的 复杂 度 是 O(logon), 而 与 机 器 无 关 . Ah, n 比特 序 
列 z = (z1,z2,… ,zn) 的 复杂 度 不 会 超过 O(n). 事实 上 , 此 序列 总 可 以 通过 复制 性 
程序 “打印 (zi, za,…… tn)” RHA, 而 该 程序 的 长 度 是 O(n) 比 特 . 按照 Kolmogorov 的 
理论 , 如 果 一 个 n 比特 的 序列 不 能 用 短 于 O(n) 比 特 的 计算 程序 来 给 出 , ABA, BUF 
列 是 随机 的 . 就 其 不 能 够 被 压缩 成 更 短 的 序列 这 一 点 而 言 , 一 个 混沌 轨道 是 随机 的 ， 
因此 是 不 可 预测 的 . 

对 于 无 限 长 的 序列 , 我 们 可 以 把 复杂 度 定义 为 


(1.32) 


其 中 , Ke 是 序列 的 前 n 个 比特 的 复杂 度 . 请 注意 , 利用 Kolmogorov 关于 通用 机 器 
存在 性 的 证 明 , 可 以 看 出 , 天 -与 机 器 无 关 , 这 是 方程 (1.31) 的 直接 结果 . 可 以 证 明 ， 
式 (1.32) 的 极限 通常 是 存在 的 ，Martin-L6f WEH, 几乎 所 有 BRAERRE (Ko > 
0) 的 序列 ， 都 会 通过 所 有 对 于 无 规 性 的 计算 检验 , 这 证 实 了 这 样 一 个 命题 ， 即 具有 
正 复杂 度 的 序列 是 无 规 的 . Martin-L6f 进而 证 明 ， 几乎 所 有 序列 都 具有 正 的 复杂 度 ， 
因此 是 随机 的 . 由 此 可 以 得 出 结论 , 对 于 映射 (1.28) 而 言 , 几乎 所 有 轨道 都 是 随机 的 ， 
它们 的 信息 量 是 无 限 而 不 可 压缩 的 . 

算法 复杂 性 理论 的 进一步 推论 是 , 几乎 所 有 的 实数 都 不 能 用 有 限 算法 来 计算 . 
当然 , 整数 和 有 理 数 是 例外 . 我 们 也 注意 到 , 无 理 数 t 和 e 也 不 是 随机 的 , 因为 可 以 

O 请 注意 , 对 于 混沌 动力 学 而 言 , 粗 粒 化 轨道 的 集合 是 完全 的 ， 即 它 事实 上 包含 了 所 有 可 能 的 轨道 ， 
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用 有 效 算法 将 它们 计算 到 任何 所 需 的 精度 . 这 样 的 算法 意味 着 Ko = 0. 

现在 我 们 可 以 澄清 混沌 动力 学 和 正 的 算法 复杂 性 之 间 的 关系 . 混沌 被 定义 为 对 
初 值 的 敏感 性 . 如 果 记 6xo 为 相对 于 给 定 动力 学 系统 之 初始 条 件 的 一 个 无 穷 小 变化 ， 
而 sz: 为 在 tt > 0) 时 刻 之 后 的 变化 , 则 一 般 而 言 


[ör] = e™ Sxl, (1.33) 


其 中 ， 是 所 谓 最 大 李 雅 普 诺 夫 (Lyapunov) 指 数 . 如 果 和 > 0, 我 们 称 系统 的 动力 学 
是 混沌 的 . 也 就 是 说 ,在 确定 初始 条 件 时 的 任意 小 误差 , 都 将 按 以 》 为 指数 率 的 指数 
发 散 , 从 映射 (1.28) 的 解 (1.29), 可 以 清楚 地 看 出 


dye] = 2:|8yo| =e?" By} ， (1.34) 


因此 , A = In2， 对 于 初始 条 件 的 指数 式 敏感 意味 着 , 在 每 一 个 适当 选择 的 时 间 单 
位 里 , 轨道 的 精确 度 会 少 掉 一 位 数字 . 为 了 恢复 这 一 位 精确 度 , 我 们 必须 使 初始 条 
件 yo 的 精度 增加 一 位 因此, 为 了 精确 地 跟踪 轨道 到 f 时 刻 , 我 们 必须 输入 O(t) 比 
特 的 信息 . 这 样 , 一 条 混沌 轨道 具有 正 的 复杂 性 , 也 就 是 说 , 它 是 随机 的 . 

对 于 非 混沌 系统 , 尤其 是 可 积 系统 , 误差 随时 间 仅 仅 为 线性 增加 , 因此 , 有 关 过 
去 的 粗 粒 化 信息 亦 足以 预测 未 来 . 

总 之 , 为 了 确定 混沌 系统 的 轨道 在 : 时 刻 的 行为 , 所 需要 的 计算 资源 像 姥 样 增 
加 , 因此 , 不 可 能 有 效 地 计算 混沌 系统 的 解 . 对 于 非 混沌 系统 而 言 , 至 少 在 原则 上 ， 
我 们 可 以 进行 有 效 计 算 , 即 所 需要 的 计算 资源 像 log 那样 增加 . 


1.5 能 量 和 信息 


1.5.1 yew 


在 本 节 , 我 们 讨论 能 量 和 信息 之 间 的 联系 , 尽管 它们 看 起 来 似乎 没有 什么 联系 . 
可 以 说 , 关于 两 者 之 间 关 系 的 讨论 , 可 以 追 滴 到 1867 年 由 麦克 斯 韦 所 提出 的 麦克 其 
书 妖 伴 廖 . 麦克 斯 韦 设想 一 个 气体 容器 ,在 初始 时 刻 装 有 处 于 温度 为 T 的 热平衡 态 
的 气体 , 有 一 个 小 妖 , 它 可 以 监测 单个 气体 分 子 的 速度 和 位 置 (图 1.17). 平衡 态 时 ， 
单个 分 子 的 速度 方向 是 随机 的 , 大 小 遵从 麦克 斯 韦 分 布 律 . 容器 被 分 为 两 个 部 分 , 通 
过 一 个 小 门 来 沟通 . 小 妖 可 以 关闭 或 开启 小 门 ， 让 快速 分 子 从 容器 的 右 半 部 迁移 到 
左 半 部 , 慢 速 分 子 则 相反 迁移 到 右 半 部 . 这 样 的 过 程 重复 很 多 次 以 后 ， 小 妖 就 把 快 
速 分 子 ( 呆 在 左 半 部 ) 与 慢 速 分 子 ( 呆 在 右 半 部 ) 分 开 了 . 结果， 容器 左 半 部 的 温度 也 
就 比 右 半 部 的 温度 要 高 ,由 此 , 我 们 得 到 两 种 不 同 温度 的 气体 ， 它们 可 以 被 用 做 
热 库 来 做 功 ， 这 样 ,小 妖 把 热 从 一 个 具有 均匀 温度 7 的 热源 转换 为 功 . 这 似乎 违背 
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了 热力 学 第 二 定律 . 我 们 后 面 将 会 看 到 , 事实 上 , 这 一 过 程 未 必 违 反 热 力学 第 二 定 
律 , 因为 , 热 转换 为 功 并 非 该 过 程 的 全 部 . 
麦克 斯 韦 妖 伴 慢 可 以 等 效 地 用 箭 来 表述 . 焙 的 定义 是 


S = kp In ND, (1.35) 


其 中 , kp © 1.38 x 10° J/K 是 玻 尔 兹 曼 常 量 , 2 是 给 出 同样 宏观 状态 的 所 有 可 能 
微观 状态 的 数目 . 微观 状态 是 指 所 有 分 子 的 位 置 和 速度 , 而 宏观 状态 由 少数 几 个 参 
数 来 确定 , 如 体积 V 和 温度 T， 很 显然 ,麦克 斯 韦 妖 给 系统 引入 了 秩序 : 快 分 子 被 限 
定 在 容器 的 左边 , 而 慢 分 子 则 在 右边 . 因此 , 系统 可 以 达到 的 微观 状态 数 变 小 了 , 因 
Ti DLS T , 这 看 起 来 似乎 违背 了 热力 学 第 二 定律 . 此 外 , 麦克 斯 书 妖 可 以 将 容 
器 划分 成 很 多 单元 , 然后 将 分 子 按照 速度 作 更 精确 的 分 离 . 结果 , 随 着 单元 的 数目 
变 得 愈 来 您 多 , URMM SE E RRR. 事实 上 , 这 样 的 话 , 我 们 关于 系统 的 微观 
状态 的 信息 会 愈 来 愈 多 , 这 本 身 就 意味 着 依 的 减少 . 然而 , 对 第 二 定律 的 违反 只 是 
表面 的 . 事实 上 , 详细 的 分 析 显 示 , 如 果 将 气体 、 麦克 斯 韦 妖 和 环境 全 部 考虑 进去 ， 


BBA, 总 的 箭 是 不 减少 的 . 


图 1.17 ”麦克斯韦 妖 伴 雇 的 示意 图 
我 们 用 二 进 制 序列 来 代表 小 妖 的 记忆 ， 它 储存 着 小 妖 对 分 子 位 置 和 速度 的 测量 结果 


1.5.2 Landauer 原理 


麦克 斯 书 妖 伴 雇 引起 了 很 多 讨论 ， 人 们 为 此 提出 过 多 种 解决 方案 . 起初, AN 
一 般 认 为 问题 的 答案 在 于 麦克 斯 书 妖 进 行 测量 时 所 需 付出 的 能 量 . 例如 , 为 了 确定 
分 子 的 位 置 , 麦克 斯 韦 妖 需 要 照 亮 它 们 , 而 这 必须 付出 能 量 ， 然 而 , Rolf Landauer 
和 Bennett 证 明 , 原则 上 , 测量 过 程 可 以 在 不 消耗 任何 能 量 的 情况 下 完成 . 最 终 , 他 
们 还 是 找到 了 一 种 解决 伴 雇 的 方法 : 测量 结果 必须 储存 在 小 妖 的 记忆 中 ， 因为 小 妖 
的 记忆 是 有 限 的 , 为 了 储存 新 的 测量 结果 , 必须 删除 一 些 已 有 的 记忆 . 而 该 删除 过 
程 伴随 着 能 量 损耗 . 这 就 是 Landauer 在 1961 年 提出 的 Landauer 原 理 . 
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Landauer 原理 每 删除 一 个 比特 的 信息 ,至少 需 要 耗 散 kpTIn2 大 小 的 能 量 
到 环境 中 去 , 其 中 kp 是 玻 尔 益 曼 常量 , T 是 环境 的 温度 . 等 价 地 可 以 说 , 环境 的 炉 
至 少 要 增加 kp ln2. 

这 样 , 气体 焙 的 减少 , 由 小 妖 的 炉 的 增加 来 补偿 . 为 了 删除 小 妖 在 测量 过 程 中 
所 获得 的 信息 , 我 们 必须 把 能 量 耗 散 到 周围 环境 中 去 .因此 , 根据 Landauer 原理 ， 
我 们 所 耗 散 的 能 量 , 并 非 由 测量 过 程 所 造成 , 而 是 由 于 删除 信息 所 致 . 

下 面 , 我 们 举例 说 明 Landauer 原理 ?. 设想 一 些 包 含 在 一 个 物理 系统 的 状态 之 
中 的 信息 , 例如 , 用 一 个 分 子 在 一 个 盒子 中 的 左右 位 置 来 储存 一 个 比特 的 信息 , BD 
如 果 分 子 在 盒子 的 左边 , 其 比特 值 为 0, 而 如 果 在 右边 , 其 比特 值 为 1. 尽管 只 是 讨论 
一 个 单 分 子 系统 ， 我 们 暂 旦 假设 可 以 运用 热力 学 定律 . 众所周知 ， 


dE = 5L +8Q, (1.36) 


其 中 ; dB 是 气体 内 能 的 变化 , 5L 是 对 气体 做 的 功 , 59 是 气 体 吸收 的 热量 . 如 果 我 
们 考虑 一 个 准 静 态 过 程 (也 就 是 说 ， 过 程 如 此 缓慢 ， 以 至 于 系统 总 是 处 于 平衡 态 ), 气 
ERAS 可 以 被 写成 

as = (1.37) 


假设 容器 与 一 个 温度 为 T 的 热 库 相 接触 ， 六 目 我 们 用 一 个 无 间 力 活 守 来 压 六 所 体 
如 图 1.18 所 示 . 如 果 活 塞 移动 dx, 那么 , 对 气体 所 做 的 功 是 


5L = —Fdz = —pAdz = —pdV , (1.38) 


其 中 , F 是 气体 作用 于 活塞 的 力 , p 是 压强 , 4 是 活塞 的 表面 积 , V 是 气体 的 体积 . 
当然 , 由 于 我 们 所 考虑 的 是 一 个 单 分 子 系统 , 诸如 压强 等 概念 要 在 时 间 平 均 的 意义 
上 来 理解 . 也 就 是 说 , 我 们 需要 对 分 子 与 活塞 之 间 的 多 次 碰撞 作 平均 . 我 们 来 考虑 
一 个 使 气体 体积 减 半 的 变化 过 程 . 利用 理想 气体 的 状态 方程 


pV = NkeT, (1.39) 


ex 
图 1.18 ”活塞 压缩 单 分 子 气体 
D 该 例子 仅 是 启发 、 说 明 性 的 , 并 不 是 一 个 严格 的 论证 . 一 一 译 者 注 
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其 中 , N 是 气体 的 分 子 数 ( 这 里 N = 1), 我 们 可 以 计算 对 气体 所 做 的 功 


V/2 
r=- f" pav =- fo fT dV! = kpTIn2. (1.40) 
注意 , 我 们 已 经 利用 了 过 程 为 等 温 这 程 这 一 性 质 (系统 和 一 个 恒温 热 库 相 接触 ). 

我 们 已 经 假设 气体 为 理想 气体 , 所 以 , 在 温度 恒定 的 情况 下 , 其 内 能 保持 不 变 . 
因此 , 根据 热力 学 第 一 定律 (1.36), 对 气体 所 做 的 功 , 被 转换 成 热量 而 耗 散 到 周围 环 
境 中 去 了 , AQ = —L. ER, 因为 热 是 被 耗 散 掉 的 ,而 不 是 被 气体 吸收 掉 的 , 所 以 ， 
AQ <0. 从 方程 (1.37) 可 以 计算 出 气体 粹 的 变化 


AQ -L 
AS = S = D = keln? (1.41) 


当 气 体 被 压缩 后 , 分 子 可 以 占据 的 体积 减 半 , 因此 , 可 以 占据 的 微观 状态 的 数目 也 
相应 减 半 , 从 而 As < 0. 注意 , SKM RAM, BIAS + ASen > 0. 其 结果 是 ， 
ARMM BL T , MIA Sen 则 必然 增加 , HE ASen > kp ln 2, Landauer 原 
理 一 致 . 

假设 有 一 个 写成 二 进 制 的 讯息 , 用 一 个 序列 的 单 分 子 盒子 来 储存 ， 每 一 个 盒 
子 携带 一 个 比特 的 信息 .比特 的 状态 为 0 或 1, 依赖 于 分 子 是 在 盒子 里 的 左边 或 右 
边 (图 1.19). 我 们 现在 证 明 下 面 的 陈述 是 正确 的 : 该 讯息 所 包含 的 信息 量 正比 于 删 
除 该 讯息 所 必 和 需 的 能 量 . 对 于 单 分 子 模型 来 说 , 就 是 把 所 有 分 子 移 到 盒子 的 左边 或 
者 右边 所 需 的 能 量 . 首先 , 我 们 需要 定义 讯息 的 信息 量 . 如 果 我 们 获知 承载 一 个 讯 
息 的 比特 的 数值 的 话 , 我 们 就 会 获取 一 定量 的 信息 , 该 信息 即 被 定义 为 这 个 讯息 的 
信息 量 . 这 样 , 信息 ( 量 ) 是 我 们 对 讯息 的 无 知 程度 的 一 种 度量 ? . 如 果 我 们 事先 已 
经 知道 了 承载 一 个 讯息 的 比特 的 值 的 话 ， 获得 这 个 讯息 并 不 会 增加 更 多 的 信息 . 在 
这 种 情况 下 , 根据 上 面 的 定义 , 这 个 讯息 所 包含 的 信息 量 是 零 . 可 以 证 明 , 在 这 种 情 
况 下 , 删除 这 个 讯息 并 不 一 定 需要 耗费 能 量 , 比如 , 把 每 一 个 比特 的 状态 都 设置 为 0， 
并 不 一 定 需要 做 功 . 事实 上 , 如 果 知 道 一 个 分 子 在 左边 , 我 们 不 需要 做 任何 事 .而 
如 果 知 道 一 个 分 子 在 右边 , 我 们 可 以 不 消耗 能 量 地 把 它 移 到 左边 . 例如 , 如 图 1.20 所 
示 , 我 们 可 以 把 分 子 圈 在 一 个 更 小 的 盒子 中 , 然后 把 这 个 小 盒子 移 到 左边 . 这 人 么 做 


e Jedi ge i se 


D 确切 地 说 , 是 在 获得 讯息 之 前 我 们 对 讯息 的 无 知 程度 . — KE. 
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”图 1.20 ”一 个 可 以 把 分 子 移动 到 盒子 左边 而 不 需 付出 任何 能 量 的 步 又 


并 不 需要 做 功 , 因为 分 子 在 小 盒子 里 碰 到 左 、 右 壁 的 次 数 是 一 样 多 . 只 有 在 我 们 事 
先 不 知道 分 子 位 置 的 情况 下 , 要 将 盒子 的 体积 减 半 , 才 需 要 对 气体 做 L = kpT In2 
的 功 . 在 这 种 情况 , 讯息 的 信息 量 不 是 零 , 而 为 了 删除 它 我 们 也 需要 付出 能 量 . 


1.53 从 信息 提取 功 


为 了 更 好 地 理解 信息 与 能 量 之 间 的 关系 , 可 以 考虑 下 面 的 例子 ， 它 由 Bennett 
设计 , 说 明 信 息 可 以 像 燃 料 那样 被 利用 来 移动 机 器 . 考虑 一 个 和 温度 为 的 热 库 相 
接触 的 手推车 , 以 及 一 个 由 一 串 单 分 子 盒子 所 组 成 的 带子 . 如 图 1.21 所 示 , 带子 可 
以 穿 人 手推车 之 中 . 如 果 事 先知 道 每 一 个 分 子 在 盒子 中 的 位 置 , 我 们 就 可 以 从 分 子 
的 运动 提取 能 量 做 功 来 推动 手推车 . 为 了 做 到 这 一 点 , 只 需要 在 每 一 个 盒子 中 插入 
一 个 活塞 即 可 . 正如 图 1.22 所 示 , 如 果 分 子 在 盒子 的 左边 , 活塞 可 以 向 右 移 ; RZ, 向 
EB. 因为 整个 系统 处 于 温度 T, 我 们 可 以 从 一 个 盒子 提取 三 = kT m2 的 功 . 对 于 
有 六 比特 的 带子 , 就 会 有 NkpTln2 的 功 可 以 用 来 移动 手推车 . 要 强调 的 是 , 当 带 子 
从 手推车 中 出 来 后 , 分 子 可 以 处 于 体积 V 中 的 任何 地 方 . 这 一 串 盒 子 中 的 信息 , 在 被 
用 于 移动 手推车 之 后 , 完全 消失 了 . 另外 , 如 果 事 先 不 知道 分 子 的 位 置 , 那么 , 就 不 
可 能 从 分 子 的 运动 提取 能 量 做 功 . 事实 上 , 在 这 种 情况 下 , 如 果 我 们 插入 活塞 , 一 半 
时 间 气 体 对 外 做 功 , 另 一 半 时 间 外 部 对 气体 做 功 , 平均 而 言 , 所 做 的 功 为 零 
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图 1.21 利用 信息 来 生产 功 
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图 1.22 ”从 单 分 子 气体 的 运动 提取 能 量 做 功 
分 于 在 开始 时 处 于 容器 的 左边 (a) 或 右边 (b) 


1.6 BS mi A 


本 节 我 们 讨论 对 计算 的 能 量 要 求 . 1.2 节 所 介绍 的 大 部 分 逻辑 门 都 是 不 可 送 的 . 
这 意味 着 ; 给 定 输出 , 我 们 无 法 恢复 其 输入 . 例如 , 如 果 或 门 的 输出 是 1, 那么 其 输入 
可 能 是 (0, 1), (1,0) 或 (1,1). 布尔 函数 六 : {0,1}? 一 {0,1} 删除 1 比特 的 信息 , 因此 ， 
根据 Landauer 原理 ， 耗 散 到 环境 中 的 能 量 至 少 是 kpTln2. 这 与 1.5 节 中 所 讨论 的 一 
个 分 子 在 盒子 中 的 例子 类 似 ， 不 同 的 是 , 在 那里 我 们 把 气体 所 能 到 达 的 体积 减 半 ， 
而 在 此 我 们 从 2 比特 的 输入 得 到 1 比特 的 输出 . 
注意 , keT n2 仅 为 双 比 特 不 可 逆 门 的 能 量 消耗 的 下 限 . 现 阶段 , 真实 计算 机 所 
消耗 的 能 量 比 它 要 多 好 几 个 数量 级 . 然而 , 得 益 于 技术 的 进步 , 每 个 逻辑 门 所 消耗 
的 能 量 在 过 去 几 年 里 已 经 大 为 减少 . 另外 , 如 果 我 们 增强 计算 机 的 能 力 , 也 就 是 说 ， 
提高 每 分 钟 的 运行 次 数 , 那么 , 同样 需要 加 大 能 量 消 耗 , 除非 我 们 能 够 同时 降低 每 
个 有 逻辑 门 的 能 耗 . 重要 的 是 要 记 住 ， 对 于 不 可 逆 计 算 , Landauer 原理 给 出 了 未 来 所 
可 能 减 小 的 能 耗 的 一 个 下 限 . 
既然 计算 机 的 能 耗 涉 及 不 可 逆 性 , 一 个 很 自然 的 问题 是 : 是 否 可 能 建造 一 个 无 
能 耗 的 可 逆 计 算 机? 我 们 预期 这 是 可 能 的 , 因为 物理 学 的 基本 定律 (如 经 典 力学 中 
的 牛顿 定律 ) 是 可 逆 的 . 因此 , 一 定 存在 一 些 可 逆 的 物理 过 程 , 它们 人 允许 我 们 实现 不 
可 道 的 逻辑 门 9、 事实 上 , 任意 不 可 逆 函 数 F: f0,1}m 一 {0,1}" 都 可 以 被 嵌入 一 个 
TARA. 为 此 , 只 要 定义 函数 
f {0,1} — {0,1}™+", (1.42) 
使 其 满足 
f(x,y) = (z, [y + F@)] (mod2")), (1.43) 
其 中 , a 代表 m 个 比特 , 而 y 和 f(z) 代表 n 个 比特 . 因为 ] 对 于 不 同 输 入 给 出 不 同 输 
出 , 它 是 一 个 可 以 反 转 的 (m 十 -比特 函数 . 


D 这 里 对 于 可 逆 计 算 机 的 讨论 , 为 作者 的 观点 . 事实 上 , 产生 不 可 逆 福 的 祖 源 ， 是 现代 物理 学 尚未 完全 
解决 的 问题 之 一 . 因此 , 可 逆 计 算 机 是 否 可 能 实现 , 尚 无 定论 . 一 一 译 者 注 . 
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. 根据 以 上 论述 , 找到 适用 于 计算 的 通用 可 道 逻辑 门 的 可 能 性 是 存在 的 . 可 以 证 
明 , 可 以 利用 可 道 逻 辑 门 来 构造 通用 的 与 非 门 和 复制 门 . 为 了 避免 信息 丢失 , TAR 
” 数 必须 把 mn 比特 的 输入 变 成 n 比特 的 输出 . 可 逆 函 数 事实 上 就 是 将 输入 的 二 进 制 数 
进行 置换 . 由 于 共有 2" 种 输入 , 可 能 的 置换 数 是 (2*). 对 于 n = 1, ARAARA 
比特 门 , 即 " 恒 等 门 ” 和 “ 非 门 ”. 一 个 重要 的 双 比 特 门 , 是 受 控 非 (CNOT) 门 , 也 称 可 
道 异 或 门 , 如 图 1.23 所 示 . 它 的 第 1 个 比特 起 控制 作用 , 其 数值 在 输出 时 不 变 , a! = a. 
当 目 仅 当 第 1 个 比特 的 值 为 1 时 ， 其 第 2 个 比特 (也 称 目标 比特 ) 的 值 才 会 翻转 ， 这 样 ， 
y = abd. 因此 , 第 2 比特 的 输出 , 是 输入 a 和 2 的 异 或 操作 . 此 外 , 因为 从 输出 (a’,5) 
我 们 可 以 推断 输入 (oa 让 ,CNOT 门 是 可 逆 的 . 请 注意 , 如 果 我 们 将 目标 比特 的 值 设 
为 0, CNOT 门 变 成 复制 门 : (a,0) 一 (a,a). 容易 验证 , CNOT 门 是 自 反 (selfinverse) 
的 . 事实 上 , 连续 两 次 运用 CNOT 门 , 将 得 到 输入 自己 


(a,b) > (a,a@b) — (a,a@ (aG 4)) = (a, b). (1.44) 


因此 , (CNOT)? = I, 于 是 , CNOT = CNOT. 


a b a' b' 
上 a a'a 
0 0 0 0 
0 1 0 1 
:一 b 
i 0 1 1 b b= p 
1 l . 1 0 


L 


图 1.23 ”CNOT 门 的 真 值 表 , 及 其 线路 表示 


可 以 从 CNOT 门 得 到 复制 门 , 这 一 点 的 一 个 有 趣 推论 是 , 测量 过 程 在 原则 上 可 
以 不 耗费 能 量 ， 事 实 上 , 测量 是 在 系统 的 状态 和 存储 器 的 状态 之 间 建 立 一 种 关联 . 
因此 , 它 等 效 于 一 个 复制 操作 , 而 复制 操作 是 可 逆 的 , 这 个 论证 说 明 ， 解答 麦克 斯 韦 
PEATE ROSE, 并 不 在 于 麦克 斯 书 妖 所 做 的 测量 . 


1.6.1 Toffoli 门 和 Fredkin 门 

可 以 证 明 , 双 比 特 可 逆 门 并 不 足以 用 来 做 通用 计算 (Preskill， 1998). 一 个 通用 
门 的 例子 , 是 一 个 受 控 - 受 控 非 门 (CCNOT), 或 称 Toffoli 门 ， 它 是 一 个 三 比特 门 , 其 
真 值 表 和 线路 图 如 图 1.24 所 示 , 其 操作 如 下 : 两 个 控制 比特 始终 不 发 生变 化 (a’ =a 
和 Ww = 日, 并且, 当 生 仅 当 两 个 控制 比特 的 值 都 为 1 时 ， 目标 比特 会 翻转 , 即 c = c@ab. 
为 了 证 明 Toffoti 门 是 通用 的 , 我 们 用 它 来 构造 与 非 门 和 复制 门 . 事实 上 ， 如 果 a = 1, 
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Toffoli 门 对 另外 两 个 比特 所 起 的 作用 就 是 一 个 CNOT 门 , 而 前 面 讲 过 , 利用 CNOT 门 
可 以 构造 复制 门 . 为 了 构造 与 非 门 , 我 们 可 以 令 c = 1, 这 样 只 有 当 a = 1 且 = 1f, 
AAC = 0, 也 就 是 说 c = 1 @ ab = aNANDb. 

习题 1.2 利用 Toffoli 门 构造 非 门 、 与 门 和 或 门 . 

另外 一 个 通用 可 逆 门 是 Fredkin 门 , 也 称 作 受 控 交 换 门 , 其 真 值 表 和 线路 表示 图 
在 图 1.25 中 给 出 . 当 且 仅 当 控制 比特 a 被 设 为 1 时 , Fredkin 门 对 输入 比特 6 和 c 进 行 交 
换 . 容易 验证 , Toffoli 门 和 Fredkin 门 都 是 自 反 的 . 


a’ b' € 
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图 1.24 Toffoli 门 的 真 值 表 和 线路 表示 图 


一 一 站 
a b c a' b' ce! 
—— 
0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 1 
0 1 0 0 1 0 
0 1 1 0 1 1 
1 0 0 1 0 0 
1 0 1 1 1 0 
1 1 0 1 0 1 
1 1 1 1 1 1 


图 1.25 Fredkin 门 的 真 值 表 和 线路 表示 图 


习题 1.3 证 明 Fredkin 门 是 通用 的 ， 
我 们 已 经 看 到 , AVL! 了 (如 与 门 和 或 门 ) 可 以 被 嵌入 可 道门 之 中 . 然而 , 为 此 要 
付出 代价 , 即 引入 附加 比特 , 并 且 在 输出 中 生成 一 些 不 再 重复 使 用 的 “垃圾 ” 比特. 这 
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些 额外 比特 的 作用 , 是 存储 使 反 转 操作 成 为 可 能 的 信息 . 例如 , 如 果 Toffoli 门 的 输入 
为 c= 1, 我 们 就 有 c = aNAND 以 及 两 个 垃圾 比特 (a = a and V = b) 人 们 大 概 会 
认为 , 擦 掉 这 一 垃圾 需要 能 量 , 从 而 使 可 逆 计 算 失 掉 其 优势 . 幸运 的 是 , 如 Bennett 
所 证 明 , 事实 并 非 如 此 . 事实 上 , 我 们 可 以 完成 所 需 的 计算 , 打印 出 结果 , 然后 利用 
可 道门 , 使 计算 机 反 向 运行 , 从 而 恢复 计算 机 的 初 态 . 其 结果 是 , 垃圾 比特 也 回 到 了 
最 初 的 状态 , 而 不 需 消 耗 任 何 能 量 . 


1.6.2* ”台球 计算 机 


可 道 计算 的 一 个 具体 例子 是 台球 计算 机 . 在 这 台 计 算 机 中 , 台球 在 给 定位 置 不 
出 现 对 应 于 比特 值 0, 而 出 现 则 对 应 于 1, 信息 的 传输 , 由 台球 在 一 个 平面 (台球 桌 ) 上 
做 无 摩擦 运动 而 完成 . 逻辑 门 通过 台球 之 间 , 以 及 台球 与 固定 障碍 之 间 所 做 的 散射 
来 实现 . 台球 在 桌子 的 左边 和 右边 的 位 置 , 分 别 给 出 输入 和 输出 值 . 我 们 以 图 1.26 举 
例 说 明 . 在 该 图 中 , 输入 为 一 个 球 在 a 处 另 一 个 球 在 5 处 , Bla = b = 1. 碰撞 后 , 我 
们 在 a’ 处 和 1 处 找到 球 , 也 就 是 说 , a = b 1, Ma” = b" = 0. 但 是 , 如 果 我 们 只 
有 一 个 球 或 者 一 个 球 都 没有 , 那么 就 没有 碰撞 . 例如 , 如 果 a = 1,b = 0 ABA, a” = 1, 
a =b = W =0. 因此 , 磋 撞 ( 门 ) 事 实 上 是 在 计算 以 下 的 逻辑 函数 : w =b = abd, 
a! = anb Fil" = aab 为 了 实现 一 个 通用 可 道 计算 , 我 们 还 需要 改变 台球 运动 的 
方向 . 这 可 以 通过 对 固定 物体 的 弹性 碰撞 来 实现 (图 1.27). 结合 图 1.26 和 图 1.27 中 的 
基本 元 素 , 可 以 实现 Fredkin 门 ( Feynman, 1996). 因为 Fredkin 门 是 通用 的 , 所 以 台 
球 计算 机 可 以 用 来 计算 任意 复杂 的 布尔 函数 . 但 是 , 很 显然 , 实现 这 种 计算 机 , 其 障 
碍 在 于 台球 运动 对 于 扰动 的 不 稳定 性 . 最 后 , 有 趣 的 是 , 台球 计算 机 不 仅 是 可 逆 的 ， 
也 是 保守 的 . 也 就 是 说 , 输入 的 台球 数目 和 输出 的 台球 数目 是 相等 的 , 即 0 和 1 的 数 
目 是 守恒 的 . 事实 上 , 这 是 Fredkin 门 的 特性 之 一 . 


a a’ 


b' 


图 1.26 ”台球 计算 机 中 的 碰撞 门 
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图 1.27 人 台球 计算 机 中 台球 方向 的 变化 


1.7 参考 资料 指南 


图 灵机 在 图 灵 (1936) 发 表 的 一 文中 提出 , Church- 图 灵 命 题 在 Church(1936) 的 一 
篇 文章 中 给 出 . 算法 设计 方面 有 Cormen 等 (2001) 和 Knuth{1997, 1998) 的 经 典 著作 . 

计算 复杂 性 方面 的 著作 有 Garey 和 Johnson (1979), 以 及 Papadimitriou (1994) 
的 书 , Mertens (2000) 写 了 一 本 非 正式 的 、 专 门 给 物理 学 家 的 、 有 关 计 算 复杂 性 的 人 
门 读物 . Bernstein 和 Vazirani (1997) 讨论 了 量子 计算 的 复杂 性 . Alekseev 和 Jacobson 
(1981) 写 了 一 篇 关于 动力 系统 算法 复杂 性 的 综述 , 而 Ford(1983) 也 进行 了 非常 易 读 
的 相关 讨论 . 

Feynman(1996) 给 出 了 关于 能 量 和 信息 之 间 的 关系 的 深刻 讨论 . Landauer 原理 
由 Landauer(1961) 提 出 . Bennett(1982, 1987) 对 有 关 麦 克 斯 书 妖 伴 雇 作 了 综述 . 

Bennett(1973) 、 Fredkin 种 Toffoli (1982) 对 可 逆 计 算 进 行 了 讨论 . 


第 2 章 量子 力学 引 论 


在 19 世 纪 末 , 人 们 已 经 清楚 地 知道 经 典 力学 会 给 出 一 些 与 实验 不 相符 合 的 预 
. 这 导致 了 我 们 对 自然 的 理解 在 基本 概念 上 的 深刻 变化 . R 
子 力学 被 建立 起 来 . 该 理论 对 微观 现象 的 描述 与 是 前 所 有 的 实验 数据 相当 吻合 . 

本 章 简要 介绍 量子 力学 的 基本 内 容 . 我 们 的 目的 是 为 以 后 儿 章 的 学 习 提 供 一 些 
必要 的 背景 资料 , 并 不 要 求 读 者 已 经 拥有 关于 量子 力学 的 知识 . 为 了 理解 复杂 的 自 
然 现 象 , 已 经 发 展 起 来 了 复杂 的 量子 技术 ; 同时 , 量子 力学 的 一 些 结论 具有 违反 直 
觉 , 甚至 是 悖 论 性 的 特点 . 与 这 些 方面 相 比较 而 言 , 量子 力学 的 基本 内 容 还 是 容易 
了 解 的 . 

我 们 先 讨 论 两 个 简单 但 是 典型 的 实验 , 即 Stern-Gerlach KRAH RIEL. 
它们 展示 了 量子 力学 的 特殊 性 . 然后 , 我 们 回顾 线性 代数 的 基本 内 容 , 因为 它 的 主 
要 概念 对 于 理解 量子 力学 是 必 不 可 少 的 . 就 我 们 的 目的 而 言 , 考虑 有 限 维 的 矢量 空 
间 就 足够 了 .其 后 , 我 们 给 出 量子 力学 的 基本 假设 . 我 们 将 讨论 一 类 有 限 系统 , 即 
可 以 用 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 中 的 波 矢 来 描述 的 系统 . 最 后 , 我 们 阐释 量子 力学 的 一 
些 非 同 寻常 的 、 非 经 典 的 性 质 . 我 们 将 讨论 EPR 伴 雇 和 Bell 不 等 式 , 这 两 个 引 人 人 入 
胜 的 例子 显示 了 量子 物理 和 经 典 物 理 之 间 的 深刻 差别 . 


Mt 


2.1 Stern-Gerlach 实验 


本 节 , 我 们 简要 介绍 Stern-Gerlach 实验 . 就 证 实 存 在 着 经 典 力 学 所 不 能 够 描述 
的 物理 现象 这 一 点 而 言 , 该 实验 也 许 是 最 生动 的 例子 . 它 迫 使 我 们 放弃 对 于 自然 的 
传统 经 典 描述 ， 转 而 采用 量子 力学 的 思维 方式 . 的 确 , Stern-Gerlach 实验 的 结果 呈 
现 了 典型 的 量子 行为 , 证 实 经 典 力学 对 它 的 预言 是 失效 的 . 为 了 理解 这 类 物理 现象 ， 
必须 改变 经 典 力学 中 的 一 些 基 本 概念 . 

图 2.1 给 出 Stern-Gerlach 实验 装置 的 示意 图 : 一 束 具有 磁 矩 的 中 性 原子 穿 过 
ARH BIN RI. 磁场 为 沿 z 轴 方向 的 非 均匀 场 , 其 梯度 (VB) 亦 沿 z 轴 方向 (B 代 表 矢 
量 的 模 ). 经 典 力学 告诉 我 们 , 在 这 种 情况 下 , 原 子 在 磁场 中 受到 一 个 洽 x 轴 方 向 
的 力 F. FAP, 和 js OF F Biy 在 z 向 的 投影 , 我 们 有 


dB 


A (2.1) 


F; = pz|VB| = pz 一 
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进入 磁场 的 原子 , 为 磁场 梯度 所 偏转 ,从 而 偏离 原来 的 人 射 方向 , 最 后 达到 屏幕 $S. 
如 果 我 们 测量 出 屏幕 上 的 偏离 , 那么 , 就 可 以 推导 出 力 已 , 从 而 得 到 原子 磁 矩 的 z 分 
Hips. 

A 


z 


> 
x 


图 2.1 Stern-Gerlach 实验 装置 示意 图 


在 刚刚 进入 非 均匀 磁场 时 , 原子 磁 逢 的 分 布 是 各 向 同性 的 ， 因 此 , 按照 经 典 
力学 , je 可 以 是 -mm 与 Am 之 间 的 任何 值 , 其 中 m = |p|. 结果 , 原子 撞击 屏幕 的 位 
置 , 应 该 在 人 射 方向 四 周 呈 连续 分 布 , 其 正 、 负 方向 的 极 大 偏离 分 别 对 应 于 pz .= 
+m 和 js = —m. 然而 , 实验 结果 与 这 一 预期 明显 矛盾 . 屏幕 上 只 出 现 有 限 数 日 的 斑 
点 , 且 这 些 斑 点 等 闻 隔 地 出 现在 极 大 正和 何 偏离 4。 = m 和 极 大 负 向 偏离 xs = 一 m 之 
E. 这 意味 着 允许 的 1s 值 是 离散 的 . 在 有 些 情况 下 , 如 银 原 子 , 只 有 两 个 斑点 , 分 别 
对 应 于 pz = -m 和 Hz = m. 

这 一 看 起 来 神秘 的 现象 , 可 以 用 电子 的 内 豪 角 动 量 ( 即 自 旋 ) 来 解释 原子 的 磁 
矩 正 比 于 其 角 动 量 , 而 对 于 银 这 样 的 原子 , 其 角 动量 就 是 其 外 层 电 子 的 自 旋 .在 
屏幕 上 出 现 的 两 个 斑点 , 分 别 对 应 于 电子 自 旋 的 两 个 允许 态 , 被 称 为 自 旋 向 上 (spin 


up) 和 自 施 向 下 (spin down). 实验 测定 的 自 旋 向 上 的 角 动量 是 5 = + 所 向 下 的 
为 $。 = h 这 里 , h = gh 其中, 普 朗 克 常 量 h ~ 6.626x10 “Js 因此 ,我们 说 电 


子 是 自 施 为 上 的 粒子 ,要 注意 , Stern-Gerlach 实验 中 的 > 方向 是 任意 的 因此 , 实验 
结果 并 不 随 磁场 的 取向 而 改变 . 

我 们 现在 来 考虑 图 2.2 所 示 的 实验 . 第 1 个 仪器 将 初始 原子 束 分 离 为 两 个 分 
量 分 别 对 应 于 电子 自 旋 向 上 和 自 旋 向 下 态 . 我 们 用 |+)。 和 |-)- 来 标记 它们 , 其 
含义 以 后 会 清楚 . 然后 - 我 们 阻 断 分 量 |-)。 让 分 量 |+) 进入 与 第 1 个 装置 类 似 
的 、 第 2 个 Stern-Gerlach 装置 , 即 其 磁场 仍 沿 z 方 向 . 这 样 一 来 ， 从 第 2 个 装置 中 出 来 
的 是 具有 小 ) .分量 的 原子 束 . 由 于 原子 束 的 |- )。 分 量 被 事先 截断 , 它 在 最 后 不 出 现 . 
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简 而 言 之 , 第 1 个 Stern-Gerlach 装置 筛选 了 人 射 的 原子 , 只 有 那些 /ix = mm 的 原子 才 
被 挑选 出 来 . 这 样 , 第 2 个 Stern-Gerlach 装 置 测量 了 选 出 来 的 自 旋 分 量 . 


+>. | 


图 2.2 Stern-Gerlach 实验 装置 示意 图 
第 1 个 仪器 把 k。 = 一 m 的 原子 过 滤 掉 , 而 第 2 个 仪器 测量 un, 得 到 ax。 = m 


图 2.3 给 出 另 一 个 不 同 的 Stern-Gerlach 实 验 装 置 图 .与 图 2.2 不 同 的 是 , 第 2 个 
装置 中 的 磁场 沿 y 轴 方 向 . 这 样 一 来 , 我 们 观察 到 的 是 , 两 束 强度 相同 的 原子 束 从 
第 2 个 装置 中 射出 , 分 别 对 应 于 py = +m 和 jy = —m, 其 中 jw 是 原子 磁 和 矩 在 y 轴 上 
的 投影 . 我 们 把 这 两 个 分 量 分 别 吗 做 |+)y 和 | 一 ),. 这 一 结果 并 不 令 人 吃惊 , 因为 射 
人 到 第 2 个 Stern-Gerlach 仪 器 的 原子 具有 确定 的 4 = m, 但 是 ， Ky, 值 并 没有 被 确 
定 . 能 因此 认为 射 人 第 2 个 装置 的 原子 有 一 半 具 有 |+)。 和 |+)y 分 量 的 磁 矩 ， 而 另 一 
半 具 有 |+)。 和 |--) 的 分 量 吗 ? 下 面 的 实验 证 明 , 这 一 直觉 想法 并 不 成 立 . 


+> >, 


图 2.3 Stern-Gerlach 实验 草图 
， 第 1 个 设备 将 具有 ,4:' = -m 的 原子 过 滤 掉 , 第 2 个 设备 测量 wy 


事实 上 , 利用 图 2.4 的 实验 装置 , 可 以 得 到 十 分 令 人 吃惊 的 结果 . 在 这 种 情况 下 ， 
前 面 两 个 Stern-Gerlach 设备 分 别 过 滤 掉 具有 磁 矩 分 量 /cz = 一 m 和 jy = 一 m 的 原子 . 
令 人 惊奇 的 是 , 尽管 具有 分 量 |-)。 的 原子 已 经 在 之 前 被 过 滤 掉 ， 从 第 3 个 装置 中 冒 出 
来 的 原子 , 却 以 同样 的 强度 具有 分 量 |+)。 和 分 量 |-)*: ABA, 这 些 具 有 |--)z 分 量 的 原 
子 , 怎么 会 在 第 3 个 装置 之 后 出 现 呢 ? 这 一 分 量 是 从 哪儿 来 的 呢 ? 这 一 实验 说 明 , 认 
为 进入 第 3 个 设备 的 原子 处 于 态 |+)。 和 |+)y 的 想法 是 不 正确 的 . 下 面 的 情况 也 会 让 
人 感到 极端 困惑 , 即 如 果 把 隔离 分 量 |-)v 的 板子 拿 掉 , 使 得 分 量 |+)y 和 | 一 )y 都 能 进 
人 入 第 3 个 设备 , 那么 , 就 只 有 | 十 ): 分 量 会 从 第 3 个 设备 中 射出 . 图 2.4 所 示 的 实验 , 以 


> He 


一 个 一 | S: | 一 > 


>, 
Lye 


MES, = -mm 的 原子 , 第 2 个 过 滤 掉 hy = 一 mm 的 原子， 而 第 3 个 设备 测量 wz 
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给 人 印象 深刻 的 方式 展示 了 量子 力学 的 基本 特性 : 系统 (原子 ) 的 最 后 状态 , 只 依赖 
于 进 人 最 后 一 个 Stern-Gerlach 装置 的 原子 状态 以 及 该 装置 的 功能 , 而 对 于 系统 的 
过 去 没有 任何 记忆 . 简 而 言 之 , 第 2 个 装置 把 状态 | 十 ), 挑选 出 来 , 这 么 做 , 就 完全 破 
坏 了 任何 关于 5; 的 信息 . 在 图 2.4 的 情况 中 , 进入 最 后 一 个 装置 的 原子 满足 14, = m, 
但 是 对 于 ps 并 没有 任何 约束 . 因此, 从 第 3 个 装置 中 出 来 的 原子 , 有 的 为 ps = +m, 
有 的 为 ps = 一 m. 


2.2 杨 氏 双 颖 实验 


另外 一 个 能 有 效 地 显示 量子 力学 特性 的 实验 , 是 杨 氏 双 颖 实验 . 众所周知 , 关 
于 光 的 本 质 的 争论 曾经 持续 了 好 几 个 世纪 , 辩论 的 焦点 是 光 在 本 质 上 是 一 束 粒子 
还 是 波 . 牛顿 支持 粒子 论 , 因为 他 认为 , 一 个 物体 后 面 的 轮廓 分 明 的 阴影 , 是 不 能 够 
用 波动 论 来 解释 的 . 声波 的 一 个 特性 是 , 人 们 可 以 在 一 个 物体 后 面 听 到 声音 . 因此 ， 
牛顿 得 出 结论 , 光 不 可 能 像 声音 一 样 是 波 . 然而 , 在 19 世 纪 , 干涉 实验 显示 了 光 的 波 
动 特性 . 杨 氏 表述 了 又 加 原理 : 两 列 从 单一 波源 发 出 的 波 到 达 一 个 屏幕 上 , 其 振幅 
(不 是 强度 , 强度 是 振幅 的 模 的 平方 ) 是 两 列 波 的 振幅 的 代数 和 . 这 一 特性 , 导致 了 图 
2.5 所 示 之 双 姻 实验 中 的 著名 的 干涉 条 纹 . 在 图 2.5 中 , 光源 S 发 出 的 光 通过 双 细 01 
MO, 然后 照 到 屏幕 上 . 屏幕 可 以 是 一 个 照相 板 . 图 2.5 所 示 的 是 一 个 在 屏幕 上 出 现 
的 典型 的 于 涉 条 纹 . 这 里 的 要 点 是 , 屏幕 上 的 光 强 度 I(z) 并 不 等 于 分 别 关 掉 双 缝 中 


Ix) T(x) 1x) 


tx 


| 


< | 


Hos ECT USAR | 

由 光源 S$ 发 出 的 光 可 以 通过 两 个 狭 缝 DO: HMOs, 然后 照射 到 屏幕 上 . KAL (2) 是 只 有 狐 缝 Oi 打开 时 生成 的 ， 

而 图 案 12 (x) 是 只 有 狭 锋 oa 打开 时 生成 的 . I(z) 是 当 两 个 狭 颖 都 打开 时 在 屏幕 上 所 生成 的 图 案 强度 ， EAA 
FIREN (x) Alle (a) RA 
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I(x) # h(x) + (z). (2.2) 


19 世 纪 下 半 叶 , 在 麦克 斯 韦 完 成 其 理论 推理 之 后 , 光 是 电磁 波 这 一 概念 已 经 很 
清楚 了 . 在 麦克 斯 韦 理 论 框架 下 , 光速 (在 真空 中 是 c = 2.998x108 m/s) 是 电磁 场 的 
传播 速度 , 并 且 与 某 些 电磁 常数 相关 . 然而 , 该 电磁 场 理论 并 不 能 够 解释 黑体 辐射 
的 能 量 分 布 . 这 一 问题 导致 普 朗 克 (Planck) 于 1990 年 提出 如 下 假设 : 光 是 按照 下 面 
的 基本 量子 能 量 的 整数 倍 被 吸收 和 发 射 的 : 


E = hv,, (2.3) 


其 中 , > 是 光 的 频率 , h 是 普 朗 克 常 量 . 1905 年 , 爱 因 斯 坦 在 他 的 光电 效应 理论 中 , 又 
回 到 了 光 的 粒子 理论 , 即 光 是 由 粒子 组 成 的 , 这 些 粒 子 叫做 光子 , 每 一 个 光子 具有 
能 量 hv 和 动能 p = hv/c. 麦克斯韦 关 于 光 是 电磁 波 的 理论 与 爱 因 斯 坦 的 光子 理论 ， 
都 得 到 了 广泛 的 实验 证 实 . 于 是 , 光 到 底 是 波 还 是 粒子 的 问题 又 一 次 浮现 出 来 . 

杨 氏 双 颖 实验 对 于 以 上 问题 的 重要 性 在 于 , 只 有 同时 接受 光 的 波动 性 和 粒子 性 ， 
才能 对 该 实验 的 结果 给 出 完整 的 解释 . 在 屏幕 上 z 处 的 光 强 T(z) 与 该 处 电场 B(x) 的 
模 的 平方 成 正比 . 如 果 我 们 用 刀 (z) 和 Eo(z) 分 别 表示 通过 狭 颖 O; 和 02 而 到 达 z 处 
的 电场 , 那么 , 在 第 2 个 狭 颖 被 关闭 的 情况 下 , 光 的 强度 是 


Ln(z) x |Ea(a)|’, (2.4a) 
而 在 第 1 个 狭 锋 被 关闭 的 情况 下 的 光 强 度 是 
In(a) x |Eo(z)|* - (2.4) 


如 果 我 们 将 两 个 缝 都 打开 , 电场 的 强度 是 两 者 之 和 


E(2) = Ey (2) + Ex(2), (2.5) 
由 此 所 得 的 光 强 是 
T(x) x |E)? = |E (e) + Ea(z)| ， (2.6) 
因此 
I(x) # h(z) + Biz). (2.7) 


PURE MSIE HI BY 
如 果 我 们 将 光源 的 强度 减弱 到 一 次 只 发 射 一 个 光子 , 那么 结果 会 怎样 呢 ? 在 这 
种 情况 下 , 每 个 光子 在 屏幕 上 只 会 撞击 一 个 局 部 区 域 . 如 果 将 曝光 时 间 缩 短 到 只 有 
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几 个 光子 会 撞击 到 感光 板 上 , 那么 , 我 们 只 会 观察 到 几 个 撞击 点 , 而 不 是 干涉 图 案 . 
在 此 , 是 粒子 诠释 而 非 波动 诠释 , 能 够 解释 这 个 实验 ?. 事实 上 , 一 列 波 , 当 它 的 强 
度 逐 渐 减 弱 时 , 其 干涉 图 案 的 强度 也 逐渐 减弱 , 但 是 不 会 消失 . 这 样 , 该 实验 结果 否 
定 了 对 光 的 波动 性 的 预言 . 

然而 , 如 果 曝 光 的 时 间 足 够 长 , 感光 板 捕 获 到 足够 多 的 光子 之 后 , 干涉 图 案 就 
会 出 现 . 事实 上 , 感光 板 上 某 一 点 的 光 强 度 正 比 于 光子 撞击 该 点 的 密度 . 因此 , 当 足 
够 多 的 光子 到 达 感 光板 之 后 , 就 会 形成 干涉 图 案 . 这 些 图 案 可 以 用 光 的 波动 论 而 非 
粒子 论 来 解释 . 总 而 言 之 , 我 们 并 不 能 够 仅 用 光 的 粒子 论 或 者 波动 论 来 解释 全 部 的 
实验 结果 , 光 的 粒子 性 与 波动 性 都 是 存在 的 . 

有 一 点 很 重要 : 如 果 在 双 终 后面 放 置 一 个 光子 记 数 器 , 那么 我 们 就 可 以 测 出 论 
子 是 从 哪个 狭 链 通过 的 . 但 是 , 这 么 做 , 我 们 就 破坏 了 干涉 图 案 , 要 点 是 , 没有 一 个 
实验 既 能 够 观察 到 干涉 图 案 , 又 能 够 测定 光子 所 通过 的 狭 缝 . 

这 些 结果 人 迫使 我 们 修改 经 典 物 理学 里 的 一 些 基 本 概念 只 有 在 完全 不 知道 光 
子 是 从 哪个 狭 颖 中 通过 的 前 提 下 , 我 们 才能 够 观察 到 干涉 图 案 . 这 一 事实 迫使 我 们 
放弃 轨道 这 一 概念 事实 上 , 光源 产生 的 每 个 光子 ， 撞击 在 屏幕 的 不 同 地 方 . 我 们 
并 不 能 预测 在 屏幕 上 撞击 的 位 置 , 而 只 能 给 出 一 个 光子 撞击 到 屏幕 上 一 点 z 的 概 
率 p(z). 这 一 概率 正比 于 强度 I(z), 也 就 是 说 , p(w) 正比 于 |B(z)]?. 尽管 所 有 的 光子 
都 是 在 同样 的 条 件 下 从 光源 发 射出 来 的 , 我 们 仍然 不 可 能 事先 知道 每 个 光子 将 会 撞 
击 到 屏幕 的 何 处 . 因此 , 我 们 必须 放弃 以 下 经 典 概念 : 一 旦 知道 了 一 个 粒子 的 初始 
条 件 和 作用 于 该 粒子 的 外 力 , 至 少 在 原则 上 , 我 们 就 可 以 跟踪 粒子 的 坐标 随时 间 的 

我 们 也 要 放弃 认为 粒子 性 和 波动 性 是 不 相 容 的 观点 . 这 是 因为 , 为 了 解释 实验 
结果 , 这 两 方面 都 是 必需 的 .因此 , 我 们 不 可 避免 地 被 引导 到 波 粒 二 象 性 : 光 的 行 
为 同时 即 像 波 也 像 粒 子 . 要 强调 的 是 , 正如 很 多 实验 所 证 明 的 , 波 粒 二 象 性 不 仅仅 
局 限于 对 光学 现象 的 描述 . 的 确 , 物质 粒子 也 可 以 显示 波 的 特性 , 反之 亦 然 , 波 也 与 
粒子 相关 . 最 后 , 我 们 要 强调 , 是 实验 结果 人 迫使 我 们 对 经 典 概 念 的 含义 做 上 述 根本 


2.3 线性 矢量 空间 
在 本 节 , 我 们 回顾 线性 代数 的 基本 内 容 . 我 们 的 重点 并 不 在 于 数学 上 的 严格 性 


与 表述 的 完整 性 ， 而 只 是 为 理解 量子 力学 的 基本 原理 提供 所 必需 的 一 些 基本 概念 . 
本 节 是 自足 的 , 读者 并 不 需要 事先 具备 任何 关于 线性 代数 的 知识 . 熟悉 线性 代数 之 


加 然而 , 要 注意 , 光子 到 达 感 光板 上 的 位 置 是 不 能 用 经 典 力学 来 预测 的 . BU LAG, 按照 干涉 图 案 
的 强度 以 概率 的 方式 分 布 . 
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基本 内 容 的 读者 , 可 以 直接 阅读 2.4 节 . 不 过 , 因为 本 书 采 用 狄 拉 克 (Dirac) 的 左右 矢 - 
符号 , 对 于 不 熟悉 这 类 符号 的 读者 而 言 , 浏览 一 下 本 节 将 会 是 很 有 用 的 . 

我 们 所 感 兴趣 的 是 有 限 维 的 复线 性 夭 量 空间 . 矢量 空间 V 中 的 元 素 称 为 矢量 . 
矢量 空间 的 一 个 例子 是 空间 C", 在 该 空间 中 , 一 个 矢量 由 m 个 复数 (aa az ,an) 所 
指定 , 其 中 , n 是 矢量 空间 的 维 数 ， 遵 循 狄 拉克 符号 , 我 们 把 矢量 记 为 |a), BEA 
KORE RK). 

两 个 矢量 ( 态 矢 ) ja), |8) e Y 之 和 , 给 出 一 个 新 的 矢量 


ly) = le) +19), (2.8) 


它 也 属于 同一 个 线性 矢量 空间 V. 在 矢量 空间 C" 中 , 矢量 可 以 以 其 分 量 形式 来 表 
AR, Ela) = (01, ,an), 18) = (B1,… s Bn) Filly) = (41,… In), 它们 的 关系 为 


yi = A+ Bi, t=1,--- nn. (2.9) 

矢量 相 加 具有 以 下 性 质 : 
la) +18) = |) + |e), (2.10a) 
lo + (18) +1) = (le) + 18)) +1- (2.10b) 


可 以 用 一 个 复数 c € C 乘 以 一 个 矢量 |a) c V, 而 生成 一 个 新 的 矢量 cla). IFE 
何 c,d € C 以 及 |a),198) E V, 以 下 性 质 均 成 立 : 


c(lo) + |B) = cla) 十 cl) ， | (2.11a) 
(c+ d)la) = cla) + dla), (2.11b) 
(cd)|a) = c(dla)). (2.11c) 


-个 矢量 空间 包含 如 下 定义 的 零 和 撩 量 0: 对 于 任何 属于 该 矢量 空间 的 矢量 |@), la) + 
0 = |a)， 注 意 , 我 们 不 用 态 矢 的 记号 来 标记 零 矢量 EXE, 如 以 后 所 见 , |0) 表 
示 另 外 一 个 量 , 即 一 个 计算 基 矢 态 ， 在 一 个 矢量 空间 中 , Ola) = 0, 10) = |o) 并 
Hla) — la} = 0. 
1. 线性 独立 

对 于 一 个 矢量 集 |a1),… Jom) E€ V, MARYAM Me = c2 = … = em = 0 AY, 
关系 式 

clar) + calaz) 廿 … 十 cmlam) = 0 (2.12) 


才 成 立 , 我 们 称 这 些 矢量 是 线性 独立 的 . 其 中 , cu 02,°+ ,cm 是 复数 . 
2. AAR 
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HA FREA) < 立 的 内 积 是 一 个 满足 以 下 要 求 的 复数 , 记 为 


(al6) = (Bla)* (BFF), (2.13a) 
其 中 , 对 于 任意 复数 c = a+ id (a,b € R), ce* = 一边 表示 其 复 共 恩 ; 
(ale + dy) = clal8) + daly)》 (RETE), (2.13b) 
其 中 , a), |), bn) € V, 而 co d€ C; 
(aja) >0 (正定 性 ) (2.13c) 


对 于 任意 矢量 |a) e VÈT, 其 中 , 当 且 仅 当 lo 为 零 矢 量 时 等 式 才 成 立 ， 
利用 以 上 关系 式 , 容易 验证 以 下 性 质 : 


(calB) = | (al). (2.14) 


TER, (ol 是 矢量 |ay 的 对 偶 矢量 (ERER). 对 偶 矢 量 (ol 是 一 个 线性 算 子 , 它 按 以 
下 定义 将 矢量 空间 V 映 射 为 复数 C, 即 对 于 任意 |B) €V, (al(l6)) = (al). 

作为 例子 , 我 们 可 以 定义 两 个 矢量 la) = (a, ,an) 和 |8) = (By,… ,Bn) 
在 C" 中 的 内 积 为 


{a|8) = De Bi- (2.15) 
3. 模 
矢量 |a) 的 模 定 义 为 

ilo) | = = y (ala). (2.16) 


对 于 任何 不 为 零 的 矢量 |a), 将 其 除 以 它 的 模 用 a) ,可 以 使 之 归 一 化 ， 归 一 化 矢 
量 |a)/ 川 o)1〗 的 模 为 1， 因 此 也 被 称 为 单位 矢量 ， 利 用 上 面 定义 的 C" 中 的 内 积 , R 


Ela) = (Qa1,… an) 的 模 为 
lle] = Š jail?. (2.17) 
i=1 


单位 矢量 必须 满足 条 件 2 jai? = 1. 

我 们 将 看 到 ， 量子 力学 把 一 个 物理 系统 的 态 和 项 尔 伯 特 空间 中 的 一 个 单位 矢量 
联系 起 来 . 在 本 书 中 , 我 们 讨论 与 量子 信息 论 有 关 的 有 限 维 情况 . 对 于 这 种 情况 , 希 
尔 伯 特 空间 正 是 一 个 具备 内 积 的 复 矢量 空间 . 

A. HERR EA 
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对 于 任意 两 个 矢量 |a) M), 有 


|(a)|? < (ala) (B18). (2.18) 


证 明 SE Bla), |G) e V Aee cC, 内 积 (a 一 cgla 一 cB) 都 是 正定 的 , 由 于 内 积 的 线性 
H, 该 正定 性 等 价 于 (alay — clal8) — c (Bla) + ce" (|B) > 0. Ele 二 (Ble)/(BI8), 我 们 得 到 柯 
西 - 施 瓦 茨 不 等 式 (2.18)， 

要 注意 的 是 , 在 内 积 是 实数 的 特殊 情况 下 , 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 有 一 个 简单 的 几 
何 解释 . 的 确 , 因为 在 这 种 情况 下 , 有 


《alG) 
一 1 <$ _——_—  <l, .19 
*S Tey OT (2.19) 
这 允许 我 们 将 (al6) 写 为 如 下 形式 : 
(alB) = [liod] Me) eose， (2.20) 


后 一 方程 相应 于 两 个 矢量 |@) 与 |8) 的 通常 的 标量 积 定义 , 其 中 , 9 是 两 个 矢量 之 间 
的 夹 角 . 
5, 正 交 归 一 条 件 

如 果 两 个 非 零 矢 量 |ay MG) MARA, B 


(al8) =0, (2.21) 


则 称 这 两 个 矢量 是 正 交 的 ， 如果 下 述 条 件 得 到 满足 , WEKA), |a2), … ,Ian) 所 
组 成 的 矢量 集合 为 正 交 归 一 的 , 即 
《aila7) = bi; i,j = 1,2, 7, (2.22) 

其 中 , dy 是 如 下 定义 的 Kronecker 符 号 : Bi = j, 则 5; = 1; Bt AS, 则 6;; = 0. 可 以 
看 出 , 满足 条 件 (2.22) 的 正 交 矢量 |os) 是 线性 独立 的 . | 

矢量 空间 的 维 数 n 就 是 线性 独立 的 矢量 的 最 大 数目 , nm 维 矢量 空间 中 的 一 
组 线性 独立 的 矢量 |a1), |a2),…… ,1an)， 被 称 为 该 矢量 空间 中 的 一 组 基 . 因为 任意 矢 
量 |@) 都 可 以 在 基 {|o1), 1az),… ,|an)} 上 展开 : 


|a) = Sailosi), (2.23) 
z=1 


我 们 称 这 些 矢量 |oi) 为 矢量 完备 集 , 而 复数 ai 被 称 为 矢量 |a) 在 基 {|o1), |a2),… ， lan)} 
上 的 分 量 . 这 些 分 量 是 唯一 的 , 并 且 对 于 一 套 正 交 归 一 基 矢 , 有 


üi 一 (aila). (2.24) 
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排 了 序 的 分 量 集 {a1, 42,… am} 构成 矢量 |a) 的 一 个 表示 . 
我 们 特别 感 兴趣 的 一 个 例子 是 矢量 空间 C2. 一 个 一 般 的 矢量 |a) e C? 可 以 写 
成 
ja) = a;\a1) 十 azlaa)， (2.25) 


其 中 , RElo) Mla) 的 分 量 分 别 是 


a, = (1,0), a2=(0,1). (2.26) 


jai) = B ， |a2) = H . (2.27) 


这 只 是 一 组 普通 的 基 矢 . 其 实 , 一 个 一 般 的 矢量 |a) 可 以 在 任何 正 交 归 一 基 上 展开 . 
例如 , 代替 方程 (2.25), 我 们 可 以 把 la) 写 为 


我 们 将 采用 下 面 的 符号 : 


ja) = aj Ja) 十 aglas3)》 ， (2.28) 
其 中 
八 i {i ,;、_ 1 | i 
jay) = Va 上 ， |a2) = V2 图 - (2.29) 


容易 验证 , ABa 和 wy 与 展开 式 (2.25) 中 的 系数 wx 和 as 通过 下 列 方程 相 联系 : 
= (a1 +a), a= ala — az). (2.30) 
现在 , 我 们 来 计算 两 个 一 般 的 矢量 |o) MoAA 
(ap) = (oat (ail) (Zisa) = > ajb; (ailaj) = J oit; . (2.31) 
尤其 是 , 一 个 一 般 的 矢量 |a) 的 模 可 以 写成 
lol = Xala) = VZ op (2.32) 


要 注意 的 是 ， 上面 给 出 的 表示 ， 是 三 维 欧 几 里 得 空间 中 矢量 在 正 交 轴 上 的 展开 的 
推广 ， 在 三 维 欧 儿 里 得 空间 这 一 特例 中 ， 内 积 变 成 了 通常 意义 上 的 两 个 矢量 w = 
(ui, uz, u3) Flv = (v1,v2,03) 的 标量 积 


3 
uv = |ul |v] cos(u, v) = > Uii , (2.33) 
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其 中 , (u, o) 是 两 个 矢量 w 和 wv 之 间 的 夹 角 . 
6. Gram-Schmidt 分 解 


Gram-Schmidt 分 解 给 我 们 提供 了 一 个 构造 正 交 归 一 基 的 方法 . 我 们 来 考虑 n 维 
希 尔 伯 特 空间 中 的 一 组 基 矢 {flai),|laz),… ,|an)}. 容易 验证 , 矢量 


|P1) = la) (2.34a) 
Pr (Bılaz} 
Ba) = aa) — 2 . 
|62) = lee) Woo (2.34b) 
是 相互 正 交 的 . 对 于 任何 i = 2, 3,.… ,n， 我 们 可 以 定义 矢量 
二 (rla) 
\8i) = lou) 一 Br) . 2.34c 
2 ol) (2.34c) 


容易 看 出 , 矢量 {81), 162),… |Bn)} 是 相互 正 交 的 . 因此 , n 维 希 尔 伯 特 空间 有 以 下 
正 交 归 一 基 : 


ho = Tea 1 一 2 n. (2.35) 
7. 线性 算 符 
一 个 算 符 4 将 矢量 |a) € V 映 射 到 另 一 个 矢量 |8) eV, 即 
|8) = Alo). (2.36) 
如 果 对 于 任意 矢量 la) MA) 复数 a 和 2, 下 述 性 质 成 立 , 则 称 算 符 4 为 线性 的 
A(ala) +al6)) = aAla) + 5ALB). (2.37) 
一 个 最 简单 的 线性 算 符 是 单位 算 符 
Ila) = |a}. (2.38) 
另外 一 个 简单 例子 是 零 算 符 N, 它 将 任意 矢量 la e 映射 到 零 矢量 0 上 , 即 
Nla) = 0. (2.39) 


如 果 对 于 任何 矢量 la) e V 
Ala) = Bla), (2.40) 


那么 , 我 们 就 说 算 符 4 和 B 是 相等 的 , 记 为 4 = B. 两 个 线性 算 符 4 和 B 的 和 C = 
A+ B 也 是 线性 的 , 其 定义 为 


Cla) = (A + B) |a) = Ala) + Bla). (2.41) 
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两 个 线性 算 符 之 积 D = AB, 按照 以 下 关系 定义 : 


D |a) = AB |e) = A(Bla)). (2.42) 


因此 , 将 算 符 D = AB 作用 于 矢量 |a), 等 价 于 先 将 算 符 B 作用 于 |o), 然后 再 把 算 符 4 
作用 于 矢量 Ba). 容易 验证 , RAA+ B= B+ A, 但 是 , 一 般 而 言 , ABA BA. 我们 
以 后 将 会 看 到 , 只 有 在 特殊 情况 下 , 两 个 算 符 才 是 可 以 互 易 的 , 也 就 是 说 4B = BA. 
8. 完备 性 关系 

从 关系 os = (aila) (= 1,--- ,n) 我 们 可 以 得 到 


(Slea)(oul) a) = Td) = ale) = la). (2.43) 


注意 , BAY, |ai)《oi| 将 一 个 矢量 映射 到 一 个 矢量 , 它 是 一 个 算 符 . 由 于 关系 式 (2.43) 
适用 于 任何 矢量 |a), 我 们 得 到 完备 性 关系 


> le) lail =7, (2.44) 


其 中 , I 是 方程 (2.38) 所 定义 的 单位 算 符 . 
9. 矩阵 表示 

利用 一 组 完备 矢量 集 ， 一 个 线性 算 符 4 可 以 被 表示 成 一 个 方 阵 ， 考 虑 一 个 算 
EA, 它 作用 于 一 个 一 般 的 矢量 |a) e V, 也 就 是 说 , Ale) = |8) 我 们 把 两 个 矢量 |o) 
和 |6) 在 正 交 轨 一 基 {y1),172),… ,|nn)} 上 展开 , 得 到 


= Doan), |9) = Doel) (2.45) 
因此 有 
bi = (YB) = (| Aa) = > (yil Ay; jaj 三 2 Ait» i= 1,2, n, (2.46) 
其 中 , 我 们 定义 了 
Aij = (il A7) (2.47) 


注意 , RIZE (y: Alyy) = (il Ay). 方程 (2.46) 可 以 写 为 


bi Au A12 ++: Ain an 
be Ag, Aon .… Azn | | a2 


= - 。 ? 


(2.48) 


bn Anı na …. Ann an 


其 中 , 一 个 一 般 矢量 |a) 用 一 个 列 矢量 表示 


lay= |. |. (2.49) 


因此 , 如 果 知 道 所 有 的 矩阵 元 hs, 利用 关系 (2.48), 我 们 就 可 以 计算 算 符 4 对 于 一 个 
一 般 矢量 |a》 se V 的 作用 . 注意 ,内 积 也 可 以 表示 如 下 : 
bi 
be 
(ajB) => oa bi = |a], a3, , an) .|. (2.50) 
bn 


10. %4) (Pauli) 4E 
在 本 书 中 , 我 们 经 常会 用 到 定义 如 下 的 泡 利 矩阵 cx, oy 和 cz: 


ini a= -| 中 (2.51) 
10 i 0 0-1 


这 些 矩 阵 具 有 以 下 相关 性 质 : 
(1) o2 =o2 = o? = I, 其 中 7 是 单位 矩阵 
10] 
I= i 1 ; (2.52) 


(2) oz0y = ioz, 0y0z = 102, Oz0z = igy. 
11. 投影 算 符 

投影 算 符 是 一 类 重要 的 算 符 . 如 果 |a) eV 是 一 个 单位 矢量 , 在 |a) 上 的 一 一 维 投 
影 算 符 已 ,定义 如 下 : 对 于 任意 矢量 |y) < 了 


18) = Paly) = la){aly) = (aly) Ie) - (2.53) 


该 算 符 被 称 为 投影 算 符 , 是 因为 它 将 一 个 一 般 的 矢量 |7) 投影 到 |a) 方向 . 特别 
是 , Plo) = lo), 且 对 于 任何 与 la) 正 交 的 矢量 |%), Pa ly) = 0. 投影 算 符 具有 以 
下 性 质 : 

P? = Pa. (2.54) 


FF Palo.) = lo), 很 容易 验证 这 一 性 质 . 
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很 容易 将 定义 (2.53) 推 广 为 多 维 子 空 ST AB 


P= 3 lap lal, (2.55) 
l=] 


其 中 , k 是 算 符 P 所 投影 到 的 子 空间 的 维 数 . 同样 , 也 容易 验证 , P? = P. 注意 , 也 可 
以 证 明 , WEP? = P 的 线性 算 符 P 是 一 个 投影 算 符 , 因此 , 该 性 质 也 可 以 用 作 投 影 
算 符 的 定义 . 
12. RAE Fo AER 

线性 算 符 4 的 本 征 矢 是 一 个 满足 下 列 条 件 的 非 零 矢量 |a): 


Ala) =ala), (2.56) 


其 中 , 复数 a 是 算 符 4 的 对 应 于 本 征 矢 |oy 的 本 征 值 . 本 征 方程 (2.56) 总 有 一 个 解 . 的 
确 , 我 们 可 以 把 矢量 la) 和 Ala) 在 一 个 正 交 归 一 基 {|y), |Y2),… , Ym)} 上 展开 为 


ja) = Sahi) a = (yila), (2.57) 
Ala) = > cly), (2.58) 
其 中 
= oil4la) = $ (y: Ala; = Assay. (2.59) 
将 这 些 展 开 式 代 人 方程 (2.56)， amosa 
D ( y Ayay 一 aa: ) Im) =0. (2.60) 


只 有 当下 列 条 件 被 满足 时 , 该 方程 才 成 立 : 
S` Aja; — aaj, = SAs 一 arbi; ) ay 0, i = 1, 2, e, (2.61) 
j=1 j=l 


只 有 当 本 征 值 a 满足 以 下 特征 方程 时 , 这 一 齐 次 线性 方程 组 才 有 非 零 解 : 


Au-a Aig … Ain 


Azn Agg—@-:: Aan 
det(A — al) = det . . =0. (2.62) 
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该 特征 方程 的 解 就 是 线性 算 符 4 的 本 征 值 . p(a) = det(A — al) 是 一 个 n 阶 多 项 式 . 
根据 代数 学 基本 原理 , 方程 pfa) = 0 有 n 个 复 根 (本 征 值 ): 01, az, …, On. 这 就 证 明 
了 方程 (2.56) 总 有 一 个 解 . 可 以 证 明 , 特征 方程 只 依赖 于 算 符 4, 而 与 用 来 表示 算 符 
的 矩阵 无 关 . 因此 , 线性 算 符 的 本 征 值 不 依赖 于 其 矩阵 表示 . 

习题 2.1 证 明 : 线性 算 符 4 的 属于 不 同 本 征 值 的 本 征 矢量 是 线性 独立 的 . 
13. EKER 

WPA ASS HER EE A, 可 以 证 明 , 在 ?7t 中 存在 一 个 唯一 的 线 
性 算 符 4+, 称 为 4 的 伴随 算 符 BUCKASE RA, 使 得 对 于 在 KH 中 的 所 有 矢量 |a), 18) 满 
g . 


(a|A@) = (AtalA). (2.63) 


从 定义 (2.63) 出 发 , 容易 证 明 (Aal8)= (| At) (事实 上 , (Aa) = (6|Aa)* =(ATBla)* 
= (al416) ). 
习题 2.2 证 明 : (A+ B)t = At+ Bt, (AB) = B'A? 和 (Al)i = A. 
一 个 特别 有 趣 的 情况 是 4 是 龙 米 的 或 是 自 伴随 的 , 也 就 是 说 , 4 与 自己 的 伴随 算 
符 相等 , BO 
At =A. (2.64) 


在 这 种 情况 下 , 标量 积 (al4a) 是 实数 (因为 (a|Ao)* = (Aala) = (alAo)). 这 意味 
着 , 厄 米 算 符 的 本 征 值 是 实数 . 的确, 如 果 4la) = ala), 那么 (alAa) = alala). 由 
Faldo) 和 (alo) 都 是 实数 , 本 征 值 a 必然 也 是 实数 . 

后 米 算 符 的 本 征 矢量 构成 希 尔 伯 特 空间 中 的 一 组 正 交 归 一 基 ( 这 里 , RINE 
定 本 征 矢量 的 模 为 1; 如 果 模 不 为 1, 总 可 以 通过 除 以 模 的 方式 使 它们 归 一 )}. 这 一 性 
质 容易 证 明 : 假定 ax 和 as 是 两 个 不 同 的 本 征 值 , 分 别 对 应 于 本 征 矢量 lay) Mja), 
有 


(aj| Aai) = ai (ajla), (2.65a) 
(Aa;|ai) = Qj lala) . (2.65b) 


将 上 面 两 个 式 子 两 边 相 减 ， 可 以 得 到 (ai 一 ajala) = 0. 因为 a; 4 oj， 所 以 ， 
(ajla = 0. 这 里 ， 我 们 假定 本 征 值 a; 是 非 简 并 的 , 也 就 是 说 , 对 开关 六 ou F Oj. 
在 简 并 情况 下 , 对 应 于 同一 个 本 征 值 ， 有 多 于 一 个 的 线性 独立 的 本 征 矢量 . 对 于 这 
种 情况 , 仍然 可 以 证 明 ， 能 够 构造 算 符 4 的 一 个 正 交 归 一 本 征 矢 量 集 . BZ, 给 定 一 
个 厄 米 算 符 4， 我 们 总 能 利用 4 的 本 征 矢 来 构造 一 组 正 交 归 一 基 . 希 尔 伯 特 空间 中 的 
任意 矢量 , 总 可 以 表示 成 这 组 基 的 线性 全 加 . 这 一 特性 称 为 完备 性 , 而 由 4 的 本 征 
矢量 所 构成 的 基 被 称 作 一 组 正 交 完备 归 一 集 . 


我 们 来 考虑 线性 算 符 4 在 基 {|y1),|y2),… ,Yn)} 上 的 矩阵 表述 
Aij = (il477) - (2.66) 
从 伴随 算 符 的 定义 , 我 们 得 到 (4myilyj) = (m141yj). 这 个 关系 可 以 写成 
(Aj)* = (A). (2.67) 
因此 , At AUR Moc aE ae EE ATRE oc a 
At = (AT)*. (2.68) 
( 转 置 矩阵 的 定义 是 (4T)5 = Aj) 对 于 厄 米 算 符 
A=(A")*. (2.69) 


因此 , 厄 米 算 符 的 矩阵 的 对 角 元 是 实数 : Ag = (AT )aa]* = (Au)*. 
14, 逆 算 符 
考虑 线性 算 符 4. 如 果 存 在 算 符 B 满 足 


AB=BA=I, (2.70) 


WUE By AWB, 并 记 为 B 一 A7. 如 果 |8) = Ala), 那么 la) = A-116). 可 以 证 明 , 算 
符 4 拥 有 逆 的 充 要 条 件 是 , 只 有 当 |oa) 为 零 矢量 时 ，4|a) = 0. 从 4 的 矩阵 表示 , 我 们 
立刻 可 以 看 出 , 只 有 当 


det A #0 (2.71) 
时 , A 的 道 才 存 在 . 
习题 2.3 EA: 投影 算 符 已 是 厄 米 的 , 且 只 有 当 已 = T 时 才 有 逆 . 
15. ERA 
如 果 . 
UUt =ulU =I, (2.72) 


WUD AEN. 从 该 定义 , 我 们 得 到 ， 么 正 算 符 的 伴随 算 符 就 是 它 的 逆 , 即 
ut=u}, (2.73) 
而 且 Ui 也 是 乏 正 的 . MTAERAHIRBUV 是 么 正 的 , 因为 


(UVIUV) =UVViUt =I. (2.74) 
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么 正 算 符 的 一 个 重要 性 质 是 , 它们 保持 两 个 矢量 之 间 的 内 积 不 变 . 为 证 明 这 一 点 , 我 
们 考虑 两 个 矢量 |o) 和 18). 如 时 定义 |y) = Ula) 和 |v) = U|B), 那么 


(iv) = UalUB) = (a\UtU|B) = (olf). (2.75) 


我 们 看 到 , 在 |a) = 18) 的 情况 下 , 么 正 算 符 不 改变 一 个 矢量 的 模 . 因此 , 么 正 算 符 对 
于 希 尔 伯 特 空间 中 的 矢量 的 作用 , 类 似 于 欧 几 里 得 空间 中 的 坐标 旋转 , 它 保持 矢量 
的 长 度 和 两 个 矢量 之 间 的 夹 角 不 变 . 

习题 2.4 证 明 : 由 方程 (2.51) 所 定义 的 泡 利 矩 阵 oz, oy Feo MAREK, 也 是 
么 正 的 . 
16. 基 和 变换 

表象 是 可 以 变化 的 , 也 就 是 说 , 通过 一 个 么 正 变换 5, 我 们 可 以 从 一 个 正 交 归 一 
ERRUN) 变换 到 另外 一 个 正 交 归 一 基 矢 系 


j 
对 于 一 个 一 般 的 矢量 
la) = Daly), ai = (yila), (2.77) 
它 在 新 的 基 矢 中 可 以 表示 成 
la) = > ogg) = yea Silyi), a; = Gla), (2.78) 


其 中 , 我 们 用 到 了 方程 (2.76). 因此 , 矢量 的 新 旧 分 量 通过 下 列 关 系 联 系 起 来 : 


Q; = 5y Sij a’, . (2.79) 
i 


习题 2.5 证 明 : 对 于 算 符 4, BARA) PO) PMBEATA PAZ 
KR, 由 下 式 给 出 : l 
A' = STIAS. (2.80) 
算 符 4 的 一 个 重要 表象 是 它 的 对 角 表 人 象 , 其 基 矢 为 4 的 本 征 矢量 . 对 于 这 组 基 
矢 , 4 的 矩阵 表示 是 ， 
A= Ai 人 人， (2.81) 
i=1 


其 中 是 4 的 本 征 值 , 四 是 相应 的 本 征 矢量 ,我们 把 方程 (2.81) 叫 做 算 符 4 的 谱 分 
解 (4 的 本 征 值 的 集合 构成 它 的 谱 ) 


对 角 表 象 的 一 个 例子 是 泡 利和 矩阵 


o= f H = [0X40] = J); (2.82) 
它 在 下 述 本 征 矢量 上 是 对 角 的 : 


o= m= fo, (2.83) 


其 中 , |0) 和 |1) 分 别 是 对 应 于 本 征 值 +1 和 一 1 的 本 征 矢 量 . 
在 {]0),] 直 } 表 和 象 中 , HAO. A 


0 1 
az 一 | | = |0)(1| + [1) (|. (2.84) 
Bio, 在 下 面 的 基 矢 上 是 对 角 的 : 
i ji i) i 
n=), = 万 四 | (2.85) 
它 的 矩阵 表示 是 
oz = 片 )( 十 | 一 | 一 /一 |- (2.86) 
新 的 基 矢 {| 才 ), | 一)} SBER D) 通过 下 面 的 么 正 变换 联系 起 来 : 
1 1 1 
S= W | 了 . (2.87) 


习题 2.6” 写 出 池 利 矩阵 在 基 秋 {| 上 +),|-)} 上 的 表示 . 
如 果 一 个 算 符 具有 对 角 表 示 , 我 们 就 称 它 是 可 对 角 化 的 . 有 的 算 符 是 不 可 对 角 
化 的 , 比如 具有 如 下 矩阵 表示 的 算 符 : 


i . (2.88) 
0 1 
该 算 符 只 有 一 个 本 征 值 = 1, 相应 的 本 征 矢量 为 
1 
w= fol (2.89) 


仅 张 成 一 个 一 维 的 子 空间 , 不 可 能 构成 矩阵 (2.88) 所 作用 的 两 维 矢量 空间 中 的 一 个 
基 矢 系 . 可 以 证 明 , RAAT 正 算 符 都 是 可 对 角 化 的 . 事实 上 , 这 两 类 算 符 都 属 
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于 一 个 更 大 的 算 符 类 , 即 所 谓 正规 算 符 (normal operators). 这 里 , 正规 算 符 的 定义 
是 
AAt = 414. (2.90) 
我 们 不 加 证 明 地 给 出 下 述 值得 注意 的 定理 . 
定理 2.1 ( 谱 分 解 定理 ) 当 且 仅 当 一 个 算 符 是 正规 的 ， 它 才 是 可 对 角 化 的 且 具 
青 正 交 归 一 的 本 征 基 失 . 


17. MBF 
如 果 算 符 A4 和 8B 满足 以 下 条 件 : 
AB = BA, (2.91) 
我 们 称 4 和 B 是 对 易 的 . 两 个 算 符 4 和 B 的 对 易 子 (commutator) 被 定义 为 
[4,B]= 4B- BA. (2.92) 
容易 验证 下 述 性 质 : 
[A, B] = -[B, A], (2.93a) 
[AB, C] = A[B,C] +[A, C]B. (2.93b) 


习题 2.7 证 明 : 如 果 A 和 B 都 是 厄 米 的 , IAIA, BAER. 

定理 2.2 ”同时 对 角 化 定理 ”正规 算 符 4 和 BB 是 对 易 的 ， 当 且 仅 当 存 在 一 套 正 
交 归 一 基 和 失 、 使 得 A4 和 B 在 其 上 为 对 角 的 . 

证 朋 ” 设 | 引 是 4 和 B 的 正 交 归 一 本 征 基 , 也 就 是 说 

Ali) = Auli), Ble) = rili). (2.94) 

于 是 
因而 , (A, B] = 0. Sy EBA st a, it) WAL ARAB IE IA, 相应 的 本 征 值 是 和 i. BER 
量 | 省 有 可 能 不 是 算 符 B 的 本 征 矢 , 我 们 将 BI EERO LEF 


Bl) = 2 GIBININ) - (2.96) 


Fi, 
[A, B])i) = ABIÐ ~ BAR) = S“UIBH)A\) ~ ~ DUBI) 


j=1 


= YB)O; — àil) = 0. (2.97) 


j 
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其 中 , 因为 我 们 假设 了 A 和 B 对 易 , AAA, Bili) = 0. 如 果 4 的 本 征 值 是 非 简 并 的 , 即 对 于 i A j, 


- de FAs, BBA, 从 方程 (2.97) 可 得 


GIB) =0 对 于 ij. 


(FIBI) = vy, 则 
(I Blt) = v; 6i7. 


将 这 一 关系 代入 方程 (2.96), 得 到 


因此 , | 人 也 是 算 符 B 的 本 征 矢量 . 上 述 证 明 可 以 被 推广 到 本 征 值 A; 是 简 并 的 情形 . 
18. 反对 易 子 
两 个 算 符 4 和 和 B 的 反对 易 子 被 定义 为 


{4,B} = AB+ BA. 


如 果 {A, B} = 0, 我 们 称 算 符 A4 和 B 是 反对 易 的 . 
容易 验证 , 泡 利和 矩阵 是 反对 易 的 , 即 


{o;,0;} = 0, i,j = 2,Y,2, 
且 下 列 对 易 关 系 式 成 立 : 
[ox, ay] = 2icz， [Cy Fz] = 2icz， [cz Oz) = 2ioy. 


19. 迹 
矩阵 4 的 迹 被 定义 为 其 对 角 元 之 和 , 即 


容易 验证 下 述 性 质 : 
(i) Tr(A+B)=Tr(A)+Tr(B) (线性 性 ); 
(ii) Tr(cA) = eTr(A) (ce C); 
(iii) Tr(AB) = Tr(BA) (循环 性 )， 


注意 , 循环 性 的 一 个 推论 是 , 对 于 "个 算 符 4i, A An 有 


Tr(A1A2 .An_1An) = Tr(AgA3-+- An At) 
—...= Tr(ApAy +++ An—24An-1)- 


(2.98) 


(2.99) 


(2.100) 


(2.101) 


(2.102) 


(2.103) 


(2.104) 


(2.105a) 
(2.105b) 
(2.105c) 


(2.106) 
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算 符 4 的 迹 , 由 其 矩阵 表示 的 迹 来 定义 . 容易 验证 , 迹 与 表象 的 选择 无 关 . 事实 
E, ARREZ; | 让 (| = 了, 我 们 可 以 得 到 


Tr(A) = > Al) = > > , > 《74 (kli) 
i i j k 
= 2 2 (li C1Alk) = > (JAZ) - (2.107) 


对 于 一 个 么 正 算 符 U, 从 性 质 (这 ) 有 


‘ 


Tr(Ut AU) = Te(UUtA) = Tr(A), (2.108) 


因此 , 迹 在 么 正 变换 下 不 变 . 以 后 我 们 将 要 用 到 的 一 个 重要 性 质 如 下 : 如 果 |i) 是 一 
套 正 交 归 一 基 , 则 一 个 一 般 的 矢量 |o) 可 以 在 该 基 矢 上 展开 成 la) = > 人 oo 全, E 


Tr(Ala) (el) = > ,ilAla)(ali) = Sali Ala) = (a|Ala). (2.109) 


20. KER 

考虑 两 个 维 数 分 别 为 m 和 mw 的 希 尔 伯 特 空间 ?7t: Ae. ?4 和 ?ta 的 张 量 积 人 定义 
WK (AH = Hi @ He): 对 于 每 一 对 矢量 |a) € HAIA) © He, 希 尔 伯 特 空间 KH 者 
有 一 个 矢量 与 它们 相 联系 , 且 后 者 被 称 为 前 两 者 的 张 量 积 , 记 为 |a) @ |6). HPA 
量 是 矢量 |oy @ 18) 的 线性 合辑 , 而 且 满足 以 下 性 质 : 

(1) 对 于 任何 lo € Hi MB) € Ha, 以 及 cE C, 都 有 


c(a) ® |B) = (clay) 918) = |e) @ (cl8)); (2.110a) 
(2) 对 于 任何 laa),laa) € Ha 和 |6) e Ha, 有 | 
(lai) + |a2)) 8 18) = lax) ® |A} + laz) @ 18); (2.110b) 


(3) 对 于 任何 la) € Hı 和 |B1), |82) € Hea, 有 
ia) ® (181) +|62)) = la) ® |61) + la) 8 162). (2.110c) 


我 们 经 常用 简写 ja)|8), la, 8) Mla) RNa) @ |). 

希 尔 伯 特 空间 K 的 维 数 为 Hi 和 ?ftz 的 维 数 的 乘积 mn, 事实 上 ， AOR |2) P| 7) 2d Bll 
是 Hi 和 7t2 的 正 交 归 一 基 ; |i) @ REH = Hi 8 7 空间 中 的 正 交 归 一 基 . 例如 , 如 
AH 和 7t? 是 两 维 希 尔 伯 特 空间 (mm = n = 2), 并 且 具 有 基 矢 |0) 和 |1)， 那么 , HEE: 
数 为 mn = 4, 具有 基 矢 |0) @ |0), 10) @ 11), 11) @ 10) 和 |1) @ |1). 这 样 , 一 个 一 般 的 矢 
Ew) e 1 可 以 在 这 组 基 矢 上 展开 : 


|W) = coo |00) + co1|01) 十 c10|10) 十 c11|11) ) (2.111) 
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其 中 , cy = (ijl) (i,j = 0,1). 
如 果 A 和 B 分 别 为 作用 于 Hi 和 As 的 线性 算 符 , 那么 , 算 符 4@8B 对 于 Xt 空间 中 的 
一 个 一 般 矢量 


w) = E csl) ©) (2-112) 
的 作用 被 定义 为 
(4 B)( Degli) @ 7) = Dewalt) @ B lj). (2.113) 


可 以 证 明 , 一 个 作用 于 7t 的 线性 算 符 CO， 可 以 写成 作用 于 7 的 线性 算 符 4 和 作用 
于 Hz 的 B; 的 张 量 积 的 线性 又 加 


O =X VA: Bi. (2.114) 
aj 


对 于 ?7t 中 具有 如 下 展开 式 的 两 个 矢量 : P) = Delis) AO) = E dalij) 它们 的 内 
积 被 定义 为 
($) = Soy dij . (2.115) 


可 以 证 明 该 定义 满足 内 积 的 性 质 . 
考虑 基 矢 | 天 ) = lij), 其 中 区 = (i 一 1)m+j 并 且 K =1,2,… ,mn. BIFAG BE 
BARK) EPE RRE 
AuB AB :+- AimB 


A» B AB --- AamB 
me eaa m, (2.116) 


AS B= 
Amı B AmB +- AmmB 


其 中 ， A 和 B 是 算 符 4 和 B 的 矩阵 表示 (4 是 m x mH, B 是 nxn 的 方 阵 ), HA BR 
Fen x nhy TARE. 例如 , 泡 利 和 矩阵 os 和 os 的 张 量 积 的 矩阵 表示 为 


0 
0 1 1 0|  [O-e,1-o2} _ 
Ta Boz = 1 0 0 -| |1-0,0-0, 


0 
习题 2.8 tke Mo, 四 ay 和 T@ az 


0 


aan (2.117) 


Qo ro © 
O Co Cc m 


—1 0 
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作为 进一步 的 例子 , 我 们 来 计算 矢量 |a) = 万 (9) — |1)) #1) = S50) + |2)) 
的 张 量 积 |a) @ (8). 它 在 基 矢 {l00), 101), 110), 111)} 上 的 张 量 积 的 矩阵 表示 为 


1 - 1 
lœ) ® |B) = Z È A =; al (2.118) 


2.4 量子 力学 基本 假设 


在 经 典 力学 中 , 一 个 "粒子 系统 在 如 时 刻 的 状态 由 在 该 时 刻 的 所 有 粒子 的 
位 置 {z1(to), x2(to),… ,zn(to)} 和 速度 {tto}, za 人 toj ,n(to)} 来 决定 . 如果 
知道 了 这 些 初始 条 件 ， 至 少 在 原则 上 , 经典 力学 的 牛顿 定律 允许 我 们 计算 该 系统 
在 任何 时 刻 t 的 状态 ， 事 实 上 , 经 典 力学 定律 给 出 的 是 关于 变量 zx; 和 zt; 的 一 组 一 阶 
常 微分 方程 , 而 且 , 一 旦 初始 条 件 给 定 , 就 存在 一 个 瞧 一 解 {1zi (t), w(t) s Enlt); 
D1(t), @2(t),--- ,&n(t)}- 

量子 力学 建立 在 完全 不 同 的 数学 框架 上 . 下 面 , 我 们 来 介绍 作为 量子 理论 基础 
的 基本 假设 . 

基本 假设 I 物理 系统 8 的 状态 完全 由 单位 矢量 | 由) 来 描述 .该 单位 矢量 称 为 态 
矢 或 波 函 数 , 属于 相应 于 这 个 物理 系统 的 希 尔 伯 特 空间 Hs. 

Ay |b) 049 OY A RACE F FS GF (Schrödinger) A 72 


RŠ) = Wve), (2:119) 


KP, HA-A BUERE, A R i EME, A= h/2m, 此 处 EH 
常量 , 其 数值 由 实验 测定 (h ~ 6.626x10-% J -s). 

请 注意 , 莅 定 证 方程 是 时 间 的 一 阶 线性 微分 方程 ， 因 此, 给 定 初始 状态 |w(t0))， 
则 系统 在 任何 时 刻 t 的 状态 |w()) 可 以 通过 解 藤 定 记 方 程 而 完全 、 RE 

由 于 苹 定 请 方程 的 线性 性 质 , 我 们 有 下 面 的 登 加 原理 : 如 果 |Wa 的 ) 和 |w2()) 是 
方程 (2.119) 的 解 , 那么 , 这 两 个 解 的 又 加 |w(2)) = alp) + Blwalt)) 也 是 该 方程 的 
解 , 其 中 , a 和 6 是 复数 . 因此 ， 如 下 定义 的 时 间 演 化 算 符 U 是 线性 的 : 


(w(t)) = U (t, to) (ylto)). (2.120) 
”如 果 了 哈密 量 五 不 依赖 于 时 间 , 那么 ， 花 定 谓 方 程 (2.119) 的 解 可 以 写成 


WO) = exp| 7 e= to)| (Eto), (2.121) 
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因而 
U(t, ta) = exp i Hü- to)| , (2.122) 


其 中 ， 对 于 算 符 -iH(t — to)/h, 其 指数 算 符 的 定义 如 下 : 
ep| -3 HE = to)| = D4 [it -to)| Er" (2.123) 


利用 该 方程 , 容易 证 明 演 化 算 符 U 是 么 正 的 . 

习题 2.9 证 明 : 任何 么 正 算 符 都 可 以 写成 = expli4), 其 中 4 是 一 个 厄 米 算 
ay. 

基本 假设 II ”每 一 个 可 观测 量 A, 与 项 尔 伯 特 空间 Hs 中 的 一 个 自 伴 算 符 A 相 
关联 . 测量 可 观测 量 4 所 得 到 的 结果 , 只 可 能 是 算 符 A 的 本 征 值 中 的 一 个 . 如 果 记 算 
符 4 的 本 征 方 程 为 


Aji) = a; i) , (2.124) 
其 中 , 协 是 算 符 4 的 正 交 归 一 本 征 基 夭 , 并 且 将 态 矢 |p()) 在 这 个 基 矢 上 展开 为 
w(t) = >》 Hli), (2.125) 


那么 , 在 t 时 刻 , 测量 可 观测 量 A 得 到 ai 的 概率 是 


pi(t) = pla=at) = | 的 下 = laO. (2.126) 


注意 , 为 了 简单 起 见 , 基本 假设 HI 针对 4 的 本 征 值 为 非 简 并 的 情况 ， 在 给 出 候 
设 II 之 前 , 我 们 将 会 讨论 简 并 情况 . 
评语 

(1) 注意 到 以 下 情况 很 重要 : 上 述 量子 理论 中 的 可 观测 量 对 应 于 经 典 力 学 中 的 
动力 学 量 , 如 位 置 、 动 量 和 角 动 量 等 ， 相反 , 系统 的 一 些 其 他 特性 , 如 质量 或 电荷 ， 
并 不 属于 可 观测 量 , 而 作为 参数 进入 系统 的 哈密 顿 量 . 

(2) 下 面 的 论述 可 以 帮助 理解 为 什么 物理 可 观测 量 会 与 自 伴 算 符 相 联系 : 自 伴 
算 符 的 本 征 值 是 实数 , 这 一 点 与 测量 结果 的 可 能 取 值 类 似 ; 自 伴 算 符 的 本 征 矢量 构 
成 与 物理 系统 相关 的 希 尔 伯 特 空间 ?ts 的 一 个 正 交 完 备 集 . 由 于 |y(t)) 的 模 为 1 则 


yr) = 2 laH? = 1, (2.127) 


于 是 , 概率 是 归 一 化 的 , 也 就 是 说 ， 从 实验 测量 中 得 到 可 观测 量 4 的 各 个 值 的 总 概率 
为 1. 这 就 是 在 基本 假设 I 中 要 求 |yw()) 的 模 为 1 的 原因 . 
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(3) 在 特殊 情况 下 , 系统 在 时 刻 to 的 态 矢量 |%(to)) 可 能 恰好 就 是 算 符 4 的 本 征 值 
为 ai 的 本 征 矢量 


I»(to)) = li), (2.128) 


此 时 , 对 可 观测 量 4 的 测量 得 到 ai 的 概率 为 1. 因此 , 算 符 4 的 本 征 矢量 也 称 为 4 的 本 
征 ( 状 ) 态 . . 

(4) 假设 |w1) 和 [wo) 分 别 是 算 符 4 的 两 个 不 同 的 本 征 归 一 矢量 , 对 应 的 本 征 值 分 
别 是 cx 和 aa. BARBERA 


|b) = Arly) + Aala) (2.129) 


也 是 系统 允许 的 态 , 其 中 入 和 Xs 是 复数 . 只 要 | 和 ?十 | 和 Xo? = 1, ABA, |y) RA. A 
此 , 如 果 系 统 由 态 矢量 |w) 描 述 , 当 我 们 对 可 观测 量 4 进 行 测量 时 , 其 结果 为 ci 的 概率 
HA, 为 az 的 概率 为 |Mz|?. 但 是 , 我 们 必须 强调 , EME) 并 不 等 价 于 把 态 |w) 和 
态 |wo) 简 单 地 按照 相应 的 概率 | 和 1|? 和 |X2|? 进 行 统计 混合 而 得 到 的 混合 描述 . FKE, 
RE ELEH M RARE p AEA Ge Bp = |A1|? Alpe = 
|Xa|2)， 意 味 着 我 们 对 系统 赋予 系 综 描 述 ， 即 以 概率 {pi} 从 {wi)} 中 取出 状态 ， 概 
率 {pi]} 必 须 满足 归 一 化 条 件 汇 ; p; = 1， 我 们 将 在 5.1 节 中 详细 讨论 统计 混合 . 下 面 
我 们 来 证 明 , N 个 系统 都 处 于 同一 个 态 |y)(N 为 大 数 ), 不 等 价 于 | 和 1|?N 个 系统 处 于 
Sly), 同时 |Azl?N 个 系统 处 于 态 |w2). 假如 已 知 系统 由 态 |) 描 述 ， 我 们 来 求 得 到 某 
个 可 观测 量 B 的 测量 值 为 5. 的 概率 p(b;). 根据 假设 1, 我们 得 到 


Pb) = | 人 上， (2.130) 
其 中 , |) BAA BM TAME AMER. 因此 


p(bi) = [A lila) + Aa lila)” 
= JA Paa? + Aal lila? + 2Ref Ag (ivr) (ile) } (2131) 


邵 果 我 们 考虑 分 别 以 概率 |Xi|? 和 |Xa|? 处 于 态 |%a M) 的 统计 混合 , 就 会 得 出 不 同 
的 结果 . 在 这 种 情况 下 , 对 于 可 观测 量 B 的 测量 ， 得 到 b; 的 概率 pmix(bi) 是 
|’ (2.132) 


k] 


Prix (bi) = Dal iel + |Xz Gyo) 
因此 ， l 
p(bi) = Pmix(bi) + 2Re{ Az (ily) (ila) } - (2.133) 


方程 (2.133) 中 的 最 后 一 项 叫做 相干 项 . 这 样 , 一 般 而 言 ， 当 计 算 对 B 的 测量 得 到 2b; 的 
概率 时 , 因为 相对 相位 影响 乘积 入 1， 量子 力学 理论 的 预言 不 仅 依赖 于 模 | 和 it| AA, 
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而 且 也 依赖 于 复数 1 和 Xs 之 间 的 相对 相位 . 例如 ， 
1 1 
O We) = 00H), 1a) = Ze (10) - ed) (2.134) 


代表 一 个 系统 的 4 个 态 , 它们 会 导致 不 同 的 实验 结果 . 相反 , 整体 相位 并 没有 什么 物 
理 意义 . 也 就 是 说 , ASK) Mle! yy) 对 于 任何 实验 结果 都 给 出 同样 的 预测 , 其 中 , "是 

如 果 一 个 系统 的 哈密 顿 量 妃 不 显 含有 时间, 我 们 称 该 系统 是 保守 系统 . 在 经 典 力 
学 中 , 保守 系统 的 哈密 顿 量 召 是 一 个 不 依赖 于 时 间 的 常数 , 也 就 是 说 , 是 一 个 运动 党 
数 . 在 量子 力学 里 , 一 旦 我 们 知道 了 险 密 顿 算 符 五 的 本 征 值 和 本 征 矢量 |n), 就 很 
容易 写 出 苹 定 读 方程 (2.119) 的 解 . 我 们 来 考虑 五 的 本 征 方程 


Hin) = Enn). (2.135) 


为 简单 起 见 , 我 们 假设 算 符 五 的 谱 是 非 简 并 的 , 也 就 是 说 , 如 果 m E n, 那么 , Em # 
E, 因为 已 经 假设 五 不 依赖 于 时 间 ,， 所 以 , 本 征 值 B, 和 本 征 矢量 |n) 也 都 与 时 间 无 
关 . 莅 定 补 方程 (2.119) 的 解 |( 引 ) 可 以 在 以 算 符 互 的 本 征 函数 所 构成 的 基底 上 展开 


l(t) = > enlt) |r), (2.136) 


其 中 

cn 人 = (n|p(£)) - (2.137) 
注意 , w(t)) 由 初始 条 件 |w(to)) 所 唯一 确定 , 其 中 , to 是 任意 的 . 例如 ， 我 们 可 以 取 to = 
0. 给 定 系 数 cn(0) = (nlw(0)), 初始 条 件 |%(0)) 也 就 确定 了 . 将 展开 式 (2.136) ACA BE 
ED FR (2.119), 得 


ine Cn = En€ns (2.138) 
该 方程 的 解 是 
cn(t = cn(0) exp (izt) . (2.139) 
因此 , t 时 刻 的 态 矢 |y( 四 ) 有 以 下 表达 式 : 
lpt) = 5 cn(0) exp (- Ent) jn). (2.140) 


在 特殊 情况 下 , HOMARA HYP AMEE, Iy(0)) = |r), BERS 
方程 的 解 (2.140) 简 化 为 
W) = exp (=$ Ent) Im- (2141) 
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这 样 , 态 矢 |w(0)) 和 |w()) 只 相差 一 个 无 物理 意义 的 整体 相位 . 因此 , 如 果 哈 密 顿 量 五 
不 依赖 于 时 间 , 则 其 本 征 态 被 称 为 稳 态 ; 如 果 一 个 系统 由 这 样 的 态 来 描述 , 那么 , 它 
的 物理 性 质 不 随时 间 变 化 . 

我 们 现在 来 讨论 测量 过 程 对 系统 状态 的 影响 . 假设 测量 了 可 观测 量 4, 测量 结 
果 为 a, 其 中 , on 是 一 个 自 伴 算 符 4 的 非 简 并 本 征 值 . 如 果 测 量 没 有 将 系统 破坏 , AB 
A, 对 于 紧 跟 着 的 对 可 观测 量 4 的 新 的 测量 , 给 出 xn 的 概率 为 1. 为 解释 该 实验 结果 ， 
对 于 在 第 1 次 测量 之 前 的 波 函数 是 |%) 的 系统 , 我 们 可 以 做 如 下 假设 : 在 测量 之 后 , 系 
统 的 波 函 数 立 刻 韦 缩 到 4 的 本 征 值 为 ou 的 本 征 态 |In) 上 . 对 于 有 简 并 的 情况 , 测量 前 
的 态 | 从 可 以 展开 成 


gn 
lw) = >> do cnolns)， (2.142) 


nm s=1 


其 中 , 名 是 本 征 值 o 的 简 并 度 , 也 就 是 4 的 具有 相同 本 征 值 on 的 所 有 本 征 矢量 所 张 
成 的 子 空间 的 维 数 . 测量 后 , 系统 的 状态 (应 ) 属 于 该 子 空间 , 且 ( 可 以 假设 ) 为 以 下 状 
x: 


JUN- 


ey, Ins). (2.143) 


gn =1 
x \en, |? = 


为 得 到 该 态 , 可 将 | 内 投影 到 击 4 的 本 征 值 为 o* 的 所 有 本 征 矢量 所 张 成 的 子 空间 , 然 
后 归 一 化 即 可 . 现在 , 我 们 可 以 给 出 以 下 基本 假设 . 

基本 假设 III ”对 于 一 个 由 态 矢量 | 内) 所 描述 的 系统 , 如 果 我 们 测量 可 观测 量 A， 
得 到 结果 an, 那么 ,刚刚 测量 之 后 , 系统 处 于 下 述 状态 : 


Pale) (2.144) 


VOPR 
其 中 , PRVIMA Tanti TERREA. 
如 果 波 矢量 | 从 由 方程 (2.142) 给 出 ,那么 投影 算 符 P， 为 


P, = > ing) nsl. (2.145) 
s=1 


由 于 4 的 本 征 矢 量 构成 了 系统 的 希 尔 伯 特 空间 ?ts 的 一 组 正 交 归 一 基 容易 验证 , 投 
影 算 符 已 满足 完备 性 关系 
So 已 = 了 (2.146) 


和 和正 交 条 件 
P Pr = bmm Pm. (2.147) 
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在 没有 简 并 的 情况 下 , on = 1, 测量 之 后 系统 的 波 函 数 圭 缩 到 状态 


1 
Teal Cn |n). (2.148) 


不 考虑 没有 物理 意义 的 整体 相位 的 话 , 系统 的 态 其 实 就 袁 缩 到 对 应 于 本 征 值 a 的 本 
征 态 |n). 
如 果 系 统 由 态 矢 量 (2.142) 描 述 , 那么 , 测量 可 观测 量 4 而 得 到 测量 结果 为 an 的 
概率 是 
Pn = (b|Pn|) . (2.149) 
容易 验证 , 在 非 简 并 情形 (g。 = 1), pn 的 值 与 基本 假设 I 中 的 方程 (2.126) 一 致 . 
概率 论 告 诉 我 们 , 可 观测 量 A 的 平均 值 是 


(A) = 》 anpn， (2.150) 


因此 
(A) = DD an(lPalv) = (pI( Do an Pa Ji) = WAI), (2.151) 


其 中 , 我 们 用 到 了 谱 分 解 4 = So anPa. 
对 于 4 的 测量 结果 的 标准 偏差 A4 是 


AA = (A —(A)®) = WA) — (A)? (2.152) 


因此 , 对 于 大 量 制备 在 态 |w) 的 系统 , 测量 其 可 观测 量 4, 则 得 到 的 平均 值 是 (4)， 标 
准 偏 差 是 AA. 

通过 分 析 几 个 理想 实验 , 海 森 伯 证 明 不 可 能 同时 准确 地 测定 一 个 粒子 的 位 置 和 
速度 . 如 果 我 们 提高 测量 粒子 速度 的 精度 , 那么 , 同时 也 增加 了 对 粒子 位 置 的 测量 
的 不 确定 性 , 反之 亦 然 . 这 一 量子 力学 的 内 在 极限 , 可 以 用 海 森 伯 的 位 置 -动量 不 确 
定 ( 测 不 准 ) 关 系 来 表述 


h h 
AzApe > 5, AyApy 23 Az Ape? 5, (2.158) 


其 中 , Ar, Ay, Az 和 Aps, Apy, Ap. 分 别 是 粒子 的 位 置 和 动量 的 不 确定 度 . 下 面 是 
出 约旦 给 出 的 海 森 伯 不 确定 性 原理 的 精确 数学 形式 . 

海 森 伯 不 确定 性 原理 。 设 A 和 B 是 与 可 观测 量 相关 联 的 两 个 尼 米 黄 符 ， | 如) 是 一 
个 给 定 的 量子 态 , 那么 , 下 列 不 等 式 成 立 : 


AAAB> Lera Bil . (2.154) 
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证 明 考虑 由 已 = 4 一 (4) 和 Q = B 一 (8) 所 定义 的 算 符 P 和 Q. RAT UERR Y PRW) 
Ratib, 其 中 a 和 4 是 实数 . 这 样 , 对 易 算 符 [PQ] 和 反对 易 算 符 { PP,@} 的 平均 值 分 别 是 (w|[ 了 P,Q] 
二 2ib W(P HP, QHw) = 2a. 这 意味 着 


[WLP QD < KP, QHD) + | ALP, QD) = ala? + 0”) 
= 4] (| PQ\w)|? < 4AP PW) (12? IY) , (2.155) 


其 中 , 最 后 一 个 不 等 式 是 2.3 节 证 明 的 柯 西 - 施 瓦 获 不 等 式 . 最 后 , 我 们 考虑 方程 (2.155) 中 的 第 一 
项 和 最 后 一 项 . 因为 ([P, Ql) = (A, Bl), (P?) = (AA)? AQ?) = (AB), 我 们 证 明了 海 森 伯 不 
等 式 (2.154). 

海 森 伯 原 理 告诉 我 们 , 给 定 两 个 不 对 易 的 可 观测 量 AMB, 对 于 同时 测量 4 和 至 的 
精度 而 言 , 存在 一 个 内 在 的 极限 . 对 其 中 任意 一 个 量 的 测量 , 必然 会 干扰 到 对 另外 一 
个 量 的 测量 . 例如 , 如 果 系 统 被 制备 在 4 的 一 个 本 征 值 为 ;的 本 征 态 土 , 那么 , 对 可 
观测 量 4 的 测量 总 是 得 到 a:， 然 而 , 当 我 们 测量 B 时 ,系统 的 态 矢 量 雪 缩 到 B 的 本 征 
AS; 如 果 4 和 B 不 对 易 , 那么 , 得 到 的 态 不 再 是 4 的 本 征 态 . 因此 , 如 果 我 们 这 时 再 来 
测量 4, 就 可 能 得 到 完全 不 同 的 结果 , 其 概率 由 基本 假设 II 决定 . 在 量子 力学 中 , W 
量 过 程 会 干扰 系统 : 如 果 对 于 可 观测 量 4 的 测量 达到 某 种 精度 A4, 而 可 观测 量 B 被 
干扰 到 一 定 程度 AB, WAAAB 满足 海 森 伯 不 等 式 (2.154). 给 定 两 个 不 对 易 的 可 观 
测量 4 和 B, 不 可 能 同时 以 任意 精度 对 4 和 B 进 行 测量 : 提高 对 A 的 测量 精度 意味 着 
减少 对 B 的 测量 精度 , 反之 亦 然 . 经 典 力学 中 没有 类 似 的 现象 . 在 第 4 章 我 们 将 会 看 
到 , 量子 力学 的 这 一 内 在 性 质 可 以 在 密码 学 中 找到 应 用 . 

习题 2.10 对 于 处 于 态 |0) 的 系统 , 我 们 测量 可 观测 量 cz 和 cu: 其 中 , |0) 是 0 的 
本 征 态 , 相应 的 本 征 值 是 十 1. 证明: RA ETRE BRA Ao Ao, > 1. 

在 2.1 节 中 所 描述 的 Stern-Gerlach 实 验 是 一 个 测量 /制备 态 的 例子 . 如 果 仪 器 
沿 z 轴 取向 , 我 们 就 会 得 到 两 个 可 能 的 态 |0) 和 |1) 中 的 一 个 . 这 两 个 态 是 泡 利 算 符 
.的 、 分 别 对 应 于 本 征 值 +1 和 -1 的 本 征 矢量 . 如 果 我 们 挡住 态 |1)， ABA Bt RA Rl 
下 自 旋 算 符 os 的 本 征 态 |0) (图 2.2). 如 果 仪 器 沿 z 轴 取向 , 我 们 得 到 的 态 是 泡 利 算 
符 o 的 两 个 本 征 矢量 之 一 , 即 |+)。 = (0) +11) 或 |-)s = Jy (0) — [2)), 相应 的 
本 征 值 分 别 是 +1 和 一 1. 

在 此 , 对 于 这 种 系统 , 最 一 般 的 态 可 以 写成 


|) = a|0) + Bl), (2.156) 


其 中 , lal2 + (S|? = 1. 如 果 引 入 由 极 角 9 和 d 所 标记 的 球 坐 标 ( 图 2.6)， 该 态 可 以 等 效 


地 写成 
I) = cos  e!#/? |0) + sin $ e% |1), (2.157) 


其 中 , 0 <a <n,0<¢< 2n. 为 得 到 该 态 , 在 Stern-Gerlach 实验 中 , 可 以 把 仪器 转 
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65 
到 单位 矢量 w = (sinf cos ¢, sin9sin 6, cos 9) 的 方向 , 事实 上 , SWEAR 
Ou = 0- U= assin Â coso + oy sinb sino + a, cosh (2.158) 
的 本 征 态 , 其 中 , o = (Os, 0y,02). 在 cz 的 本 征 基 矢 上 , 算 符 cv 的 和 矩阵 表示 如 下 : 
cos6 sin 有 er 地 
aan I — cos | (2.159) 
图 2.6 ”表征 单位 矢量 4 的 球 华 标 角度 96 和 6 
容易 验证 , Ho MATER 
HH = 008 £ #7? |0) + sin £ 32/211), 
le = -sin 5 o1#/? |0} + cos = 9/2 11), (2.160) 


分 别 对 应 于 本 征 值 +1 和 一 1. 
Stern_Gerlach 仪 器 既 可 以 用 来 制备 也 可 以 用 来 测量 量子 态 . 在 前 一 种 情形 , 我 
们 称 Stern-Gerlach 仪 器 被 用 作 起 偏 器 ; 而 在 后 一 种 情形 , 则 被 用 作 分 析 仪 . 假设 有 
一 束 自 施 为 上 的 原子 束 ,入 射 到 沿 z 轴 取向 的 Stern-Gerlach 仪 器 。 我 们 在 2.1 节 中 已 
ABS, 有 两 个 分 量 |+)s 和 |-)s 将 从 仪器 中 射出 . 如 果 把 分 量 | 一 )s 拦 住 , ABA, 我 们 
就 说 制备 了 态 | 十 )， 有 生 Stern-Gerlach 仪 器 在 这 里 被 用 作 起 偏 器 . 如 果 一 束 原子 进入 
比如 说 取向 为 z 的 仪器 , 我 们 测量 了 os 的 值 ， 这 时 候 仪 器 就 是 分 析 仪 ， 如 果 人 射 态 
比如 说 是 |w) = lae = 万 (0 + |1)), 那么 , 系统 处 于 os 的 两 个 本 征 态 |0) 和 |1) 的 到 
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加 态 ， 基 本 假设 H 预 言 , 对 于 v。 的 测量 ,以 相等 的 概率 p，- p =- :得 到 o, 的 本 征 
值 +1 或 -1. 的 确 , 我 们 有 8 


p+ = (O)|? = Pob) = 5, 
p- = (U) = Wilh) = 5, (2.161) 
其 中 
B _ |i _ ti 0 
r= oo= huosha o) 
Ta _fo of 
P, = |1)(1) = H [01] = i 1 (2.162) 
分 别 是 投影 到 由 矢量 |0) 和 有) 所 张 成 的 子 空间 的 投影 算 符 . 容易 验证 
nearh "|, aa-o ol (2.163) 


因此 , Se Py AP, RE LE EA (2.146), 又 满足 正 交 条 件 (2.147). 

习题 2.11 证明: 由 图 2.4 所 示 的 Stern-Gerlach 实 验 的 结果 , 与 量子 力学 的 预测 
是 一 致 的 . 

习题 2.12 -MERAH = (Ha, Hy, Hi) 中 运动 的 自 旋 1/2 粒 子 的 态 矢 量 , 其 
时 间 演 化 自 以 下 薛 定 请 方程 给 出 : 


o] . (2.164) 


d 
ins [e] = —p(Hz0s + Hyoy + Hzoz) be 


b(t) 


求解 上 述 方程 , 并 计算 泡 利 算 符 的 平均 值 随时 间 的 变化 . do Rte SKA, 的 本 
征 态 |0), 我 们 需要 什么 样 的 磁场 和 演化 时 间 ， 才 可 以 把 它 演化 到 5o; 的 另 一 个 本 征 态 ， 
也 就 是 说 |1)? 


2.5 EPR 伴 课 和 贝尔 不 等 式 


量子 力学 最 令 人 惊异 也 是 最 违反 直觉 的 结果 是 在 复合 量子 系统 中 所 观察 到 的 
纠缠 现象 . 现在 , 我 们 讨论 这 一 问题 . 与 一 个 复合 系统 相关 的 希 尔 伯 特 空间 H, 是 其 
子 系统 的 希 尔 伯 特 空间 7; 的 张 量 积 . 对 于 最 简 单 的 两 体 量子 系统 , 我 们 有 


H=H 8 NH2. (2.165) 
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由 希 尔 伯 特 空间 74: 和 7?tz 中 的 基 矢 的 张 量 积 , 可 以 构成 希 尔 伯 特 空间 1 的 最 自然 的 
FER. 例如 , 对 于 两 个 两 维 的 希 尔 伯 特 空间 ?7t: Ae, 如 果 分 别 用 


{10)1,11)1} AI {10)2;]1)2} (2.166) 
表示 其 基 矢 , WA, 希 尔 伯 特 空间 和 的 基 矢 可 以 是 下 面 的 4 个 矢量 : 
£0), ® |0)2, |0)1 ® |1)2, |1)1 ® |0)z, |1)1 @ |1)2}. (2.167) 


县 加 原理 告诉 我 们 , 希 尔 伯 特 空间 Kt 中 的 最 一 般 的 态 , 不 是 希 尔 伯 特 空间 Kl 和 Xt 中 
的 态 的 张 量 积 , 而 是 它们 的 可 以 写成 如 下 形式 的 任意 释 加 : 


1 


Iw) = SS oyli) ® |7)2. (2.168) 


i,7=0 
为 了 简化 标记 , 我 们 也 可 以 写成 
ly) = 2 cult) , (2.169) 


其 中 , hy MWY NS ARE a i OP Pe AH 中 的 态 ， 而 第 2 个 字母 指示 希 尔 伯 特 

空间 Hs 中 的 态 ， 按 照 定义 , 在 KH 中 的 一 个 态 矢 , 如 果 不 能 被 简单 地 写成 属于 Xti 中 
的 |a)i 和 和 属于 Xz 中 的 |8)z 的 张 量 积 , ABA, 它 就 被 称 为 是 纠缠 的 ， 或 不 可 分 离 的 . 相 
反 , 如 果 态 | 四) 可 以 写成 


lp) = la} ® |B)2, (2.170) 
就 称 它 是 可 分 离 的 . 例如 
l1) = 5 (00) + [11)) (2.171) 
是 纠缠 的 , 而 
Iya) = Jz (0D +110) (2.172) 
是 可 分 离 的 , 因为 它 可 以 写成 
Ipa) = z0 + |1)) 811). (2.173) 


习题 2.13 EA: 式 (2.171) 描 述 的 态 是 纠缠 态 . 
如 果 两 个 系统 是 纠缠 的 , 我 们 不 可 能 分 配 单 独 的 态 矢 量 |a): 和 |6)? 给 它们 爱 因 
斯 坦 、Podolsky 和 Rosen (EPR) 在 1935 年 很 好 地 展示 了 纠缠 态 的 一 些 有 趣 的 非 经 典 
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特征 . 他 们 证 明 , 如 果 我 们 承认 以 下 两 个 看 起 来 很 自然 的 假设 , 那么 , 量子 理论 就 会 
SRF IB. 

(1) 实在 性 原则 : 如 果 我 们 可 以 确切 地 预测 一 个 物理 量 的 值 , 那么 这 个 值 共 有 
物理 现实 性 , 并 且 不 依赖 于 观测 . 例如 , 如 果 一 个 系统 的 态 | 办 是 算 符 4 的 本 征 态 , 也 
就 是 说 

Alp) = aly), (2.174) 
那么 , 可 观测 量 4 的 值 就 是 一 个 在 物理 上 现实 的 元 素 . 

(2) 局 域 性 原则 : 如 果 两 个 系统 之 间 不 存在 因果 关系 , WA, 对 其 中 一 个 系统 的 
任何 测量 所 得 到 的 结果 , 不 可 能 影响 对 于 第 2 个 系统 的 任何 测量 .根据 相对 论 , 如 
果 (Az)? > cz(Ab)2, 那么 两 个 测量 事件 是 不 相关 的 . 其 中 , Az 和 At 分 别 是 在 某 个 惯 
性 参照 系 中 两 个 事件 的 空间 和 时 间 间 隔 , c 是 光速 (如 果 两 个 事件 发 生 的 空 时 坐标 分 
别 为 (zt1, 刀 和 (zz,t2), WAT = zz 一 ZT1, At = t2 — t1). 

在 量子 力学 里 , 如 果 算 符 B 与 算 符 4 不 对 易 , 那么 , 相应 的 两 个 物理 量 就 不 可 能 
同时 具有 实在 性 . 这 是 因为 , 对 于 同时 测量 4 和 B 所 得 到 的 结果 , 我 们 不 可 能 给 出 准 
确 的 预测 . 根据 海 森 伯 原 理 , 对 4 的 测量 将 会 破坏 关于 B 的 信息 . 

为 阅 述 EPR 伴 课 , 我 们 考虑 下 面 首先 由 Bohm 提 出 的 简单 例子 .考虑 一 个 发 射 


Mi, 它 发 射 一 对 自 施 为 了 的 处 于 纠缠 态 的 粒子 


| = 5 (102) ~ |10)). (2.175) 


该 态 被 称 为 EPR 态 或 贝尔 态 ， 我 们 也 称 该 系统 处 于 一 个 自 旋 单 态 ， 其 中 一 个 自 旋 
为 的 粒子 被 发 送 到 一 个 叫 做 Alice 的 观测 者 , 另外 一 个 被 发 送 到 叫做 Bob 的 观测 
者 (图 2.7). 注意 , Alice 和 Bob 之 间 的 只 离 可 以 任意 远 ， 唯一 的 要 求 是 由 Alice 和 Bob 所 
进行 的 测量 之 间 没 有 任何 因果 关系 . 


图 2.7 ”EPR 思想 实验 示意 图 
ARB Alice, B 代 表 Bob 


如 果 Alice 在 她 的 位 置 测量 粒子 自 旋 的 z 分 量 , 并 得 到 比如 o4) = +1, 那么 , EPR 
EIRA) (我 们 要 提醒 读者 , 态 |0) 和 |1) 是 0 的 本 征 态 ,相应 的 本 征 值 分 别 是 -+1 
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和 一 1). 随后 , 如 果 Bob 测 量 他 所 收 到 的 粒子 的 自 旋 的 z 分 量 , ABIES) = 一 1 的 概 
率 为 1. 因此 , Alice 和 Bob 的 测量 结果 是 完全 反 关 联 的 . 按照 直觉 , 该 结果 一 点 儿 也 
不 奇怪 , 因为 我 们 很 容易 找到 经 典 类 比 . 例如 , 考虑 两 个 球 , 一 个 黑色 , 一 个 白色 , 其 
中 一 个 被 发 射 给 Alice, 另外 一 个 给 Bob. 如 果 Aiice 发 现 她 的 球 是 黑色 的 , 那么 Bob 将 
会 知道 他 的 球 肯定 是 白色 的 . SARE, 请 注意 自 旋 单 态 (2.175) 也 可 以 被 写成 


lW) = -zzl )-|-+)), (2.176) 


其 中 , |+) = (10) + |1)) 和 |-) = Je (lO) — |1)) 分 别 是 cz 的 本 征 态 , 相应 的 本 征 
值 是 分 别 为 +1 和 -1， 如 果 Alice 测 量 c 纪 ) ， 比 如 得 到 cb = +1, ARAEPRARHG 
AA+), 而 Bob 测 量 cc 名) 时 将 肯定 会 得 到 co 如) = -1. 因此 , 一 个 粒子 的 态 依赖 于 
对 另外 一 个 粒子 所 进行 的 测量 的 性 质 、 如 果 Alice 测 量 cc 所 )， 那 么 Bob 的 粒子 就 组 缩 
到 rz(B) 的 本 征 态 . 相反 , WL Alicelill to” , 那么 Bob 的 粒子 就 拥 缩 到 名 ) 的 本 征 态 . 
套用 EPR 的 语言 , 在 前 一 种 情形 , 我 们 称 我 们 把 一 个 物理 实在 与 c 包 ) 联 系 起 来 ; 而 
在 后 一 种 情况 , WG So) AURA. 但 是 , 事实 上 , 不 可 以 同时 把 物理 实在 与 这 两 
个 可 观测 量 相 联系 , 因为 它们 不 是 对 易 的 , oP, oP] 40. | 

要 点 是 , Alice 可 以 在 粒子 已 经 分 开 的 情况 下 选择 要 测量 哪 一 个 可 观测 量 . 按照 
局 域 性 原则 , Alice 所 做 的 任何 测量 都 不 能 够 改变 Bob 的 粒子 的 状态 .这 样 , 如 果 我 
们 接受 如 上 所 述 的 实在 性 和 局 域 性 原则 , 那么 量子 力学 将 导致 矛盾 . EPR 的 结论 是 ， 
量子 力学 是 一 个 不 完备 的 理论 . 后 来 , 有 人 引入 所 谓 的 隐 变 量 , 试图 以 此 使 量子 理 
pes. 按照 这 一 建议 , 测量 事实 上 是 一 个 确定 性 过 程 ; 它 看 起 来 是 概率 性 的 , 只 
是 因为 我 们 对 有 些 ( 隐 变量 的 ) 自 由 度 的 情况 知道 得 并 不 确切 . | 
” ”要 指出 的 是 , 量子 力学 的 标准 诠释 并 不 接受 爱 因 斯 坦 的 局 域 实在 论 . 波 函 数 并 
不 被 认为 是 一 个 物理 对 象 , 而 仅仅 是 一 个 对 于 预测 实验 结果 的 福 率 很 有 用 的 数学 工 


za 


习题 2.14 证 明 : 自 旋 单 态 (2.175) 是 转动 不 变 的 , 也 就 是 说 , TEE Hu, 
它 总 是 写成 | 
-+£ ya — Jalta), 2.177 
ly) zel Ja — |—Yu|+) a) ( ) 
其 中 ， 态 | 十 )w 和 | 一 )u 是 o : ut AFEAS. 
事实 上 , 该 结果 可 以 如 下 推 知 : 一 个 自 旋 单 态 对 应 于 零 自 旋 ， 对 于 这 样 的 一 个 
态 的 自 旋 , 我 们 并 不 能 赋予 任何 优先 方向 . 
习题 2.15 关 访 由 一 对 自 族 的 粒子 所 组 成 的 一 个 复合 系统 , 该 系统 由 下 列 波 


Ib) = ol00) + BIO1) + 7110) +8111), Jol? +181? +h? + \5|? = 1 (2.178) 


假设 我 们 测量 到 第 1 个 粒子 的 自 旋 极 化 gs (或 os), 讨论 该 测量 对 系统 波 函 数 的 影响 . 

在 贝尔 于 1964 年 提出 贝尔 不 等 式 之 后 , 关于 量子 系统 的 物理 实在 性 的 争论 成 为 
了 一 个 实验 研究 课题 . 这 些 不 等 式 都 是 在 假设 实在 性 和 局 域 性 原则 成 立 的 条 件 下 得 
到 的 . 可 以 设计 出 一 些 实验 , 量子 力学 对 其 结果 的 预测 不 满足 这 些 不 等 式 , 这样, 如 
果实 验 观 测 结果 违反 这 些 不 等 式 , 就 会 排除 对 相应 自然 现象 给 予 局 域 实在 性 描述 的 
可 能 性 . 简 言 之 , 贝尔 证 明 , 从 实在 性 各 局 域 性 原则 可 以 得 出 一 些 在 实验 上 可 以 检 
验 的 不 等 式 关系 , 而 这 些 关系 与 量子 力学 的 预测 不 相符 合 . 

维 客 纳 给 出 了 一 个 很 有 启发 意义 的 方法 , 可 以 在 一 个 简单 模型 中 推导 贝尔 不 
ER. 这 里 , 我 们 采用 Sakurai(1994) 的 表述 方法 . 假设 一 个 源 发 射出 大 量 的 处 于 单 
态 (2.175) 的 自 旋 对 ，Alice 和 Bob 各 自 接收 到 每 对 粒子 中 的 一 个 粒子 ， 而 且 , 他 们 都 
能 够 测量 粒子 沿 3 个 轴 a 、5 和 ec 中 的 任何 一 个 的 极 化 . 我 们 将 粒子 按 下 列 方法 分 组 . 
比如 说 , 如 果 Alice 测量 co 的 时 得 +1, 测量 cf 时 得 +1, 测量 co 的 时 得 -1, 那么 , 我 们 
就 说 那个 粒子 属于 组 (a+,6+,c-). 要 强调 的 是 ， 我 们 并 不 是 说 Alice 同 时 测量 o>， 

ol 人 和 cs， 她 可 能 仅仅 测量 3 个 自 旋 分 量 中 的 一 个 . 例如 , WAMBO, BBA, 
她 就 既 不 测量 of 也 不 测量 co 的). 这 里 , 我 们 暂时 接受 实在 性 原则 而 进行 推理 , A 
此 可 以 给 自 旋 沿 3 个 轴 的 方向 赋予 确定 的 数值 ; 也 就 是 说 , 我 们 假设 这 些 数值 具有 
物理 实在 性 , 并 不 依赖 于 我 们 的 观测 . 要 记 住 , 对 于 自 旋 单 态 , Alice 和 Bob 的 测量 结 
果 必 须 是 完全 反 关联 的 . 这 样 一 来 , 如 果 Alice 的 粒子 属于 (e+,b+,c-), 那么 Bob 的 
粒子 必然 属于 (a 一 ,5 一 , e+). 表 2.1 列 出 了 8 种 互 不 相 容 的 可 能 性 . 


#2.1 ，” 自 旋 单 态 破 分 成 8 个 互 不 相 容 的 组 


0 
分 布 数 Alice 的 粒子 Bob 的 粒子 
Ni (a+, b+,e+) (a—,b—,c~) 
Na (a+, b+, c 一 ) (a—, b—, c+) 
Na {a+,b—,e+) (a—,b+,e~) 
Na (a+, b 一 ,c 一 ) (a—, b+, c+) 
Ns (a—, b+, c+) (a+, b—,c—) 
Ne (a—, b+, c 一 ) (a+, b-, e+) 
Nz (a—,b—,¢+) (a+, b+, c—) 
N: (a—, b—, c—) (a+, b+, c+) 


NBN Tao 
我 们 用 pla+， b+) 表 示 Alice 得 到 o 六 ) = +1 同 时 Bob 得 到 cg) = 十 I 的 概率 . 从 表 

2.1 中 容易 看 出 

Ns + Na 


2.179 
N, ( ) 


pla+,b+) = 
其 中 , M = LN 同样 地 


(2.180) 


Na + Na _ Na+Nr 
pla+, c+) = -N ’ — 


p(e+,b+) = N, 
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因为 Ni > 0, RIEN + Na < (No + Na) + (N3 + Nz), 从 而 得 到 下 列 贝尔 不 等 式 : 
p(at, b+) < pla+, e+) + p(et, b+). (2.181) 


要 指出 的 是 , 在 推导 这 个 不 等 式 的 过 程 中 , 我 们 已 经 假设 了 局 域 性 原则 . 例如 , 如 果 
一 个 自 旋 对 属于 组 1, 并 且 Alice 选 择 测量 oc 的 ), 那么 , 她 的 测量 结果 肯定 是 1, 而 完全 
不 依赖 于 Bob 对 测量 轴 a,b 或 c 的 选择 . 

我 们 现在 按照 量子 理论 来 计算 在 贝尔 不 等 式 (2.181) 中 出 现 的 概率 . 我 们 先 计 
plat, b+) MAAliceR Mo) = +1, 那么 , Bob 的 粒子 的 态 就 十 缩 到 os 的 本 
征 值 为 -1 的 本 征 态 |-)。 这 样 , 假若 co 人 = +1, 容易 验证 ,Bob 将 以 |w(+|-)a| = 
sin2(6 /的 概率 得 到 cfB) = 41, 其 中 ,946 是 轴 a 和 轴 b 之 间 的 夹 角 . 因为 Alice 以 3 
的 概率 获得 os = +1, 所 以 有 


1 0 
p(a+, b+) = 5 sin? (学 ) . (2.182) 


我 们 可 以 用 同样 的 方法 计算 p(a+, c+) Aple, b+). 于 是 , 贝尔 不 等 式 (2.181) 给 出 


sin? (=) < sin? (=) + sin? (=) . (2.183) 


如 果 我 们 选择 a 轴 , b 轴 和 c 轴 , 使 得 gus = 20, guc = Oc = 9, MA, 对 于 0 < 0 < =, 


这 个 不 等 式 是 不 成 立 的 . 因此 , 从 量子 力学 出 发 , 我们 发 现 由 尔 不 等 式 是 可 以 违背 
的 ,而 这 种 违背 又 是 可 以 用 实验 来 检测 的 . - 

现在 , 我 们 给 出 贝尔 不 等 式 的 另外 一 种 推导 .假设 存在 一 个 隐 变 量 入 , 使 得 对 
于 》 的 任意 值 而 言 , 对 物理 可 观测 量 O 的 测量 , 我 们 都 得 到 一 个 有 明确 定义 的 ( 即 有 
确定 值 的 ) 结 果 O(A).， 我 们 要 求 ， 由 变量 和 的 概率 分 布 p(A) 所 计算 出 来 的 平均 值 ,就 
是 量子 力学 所 给 出 的 平均 值 , 即 


(O) = J O(N p(A) da. (2.184) 


考虑 图 2.7 中 所 描绘 的 EPR 理 想 实验 , Alice 和 Bob 分 别 沿 方 向 a 和 4b 测量 自 旋 极 化 oc). 
a 和 zGB) .b, 得 到 的 (没有 因果 关系 的 ) 测 量 结果 分 别 记 为 4(a, 和 和 B(b, A). 假设 局 
域 性 原理 成 立 , Alice 的 测量 结果 不 依赖 于 Bob 的 . 因此 ， 他 们 的 极 化 测量 之 间 的 关 
联 函 数 的 平均 值 是 

C(a,b) = J A(a, A)B(b, X) p(à) da. (2.185) 


例如 , 正如 上 面 我 们 所 看 到 的 , 对 于 EPR 态 (2.175)， Xa = 8 时 量子 力学 预测 完全 的 


反 相 关 , 因此 
C(a, @) quantum 二 一 1. (2.186) 


我 们 计算 
C(a, b) — Cla,b’) = J [A(a, A)B(b, A) ~ Ala, A)B(b', A)] o(A) dà 
= J A(a, A)B(b, A)[1 + A(a’, A)B(b', »)] p(A) dà 
国 / A(a, A)B(b', NI1 + Aa’, A)B(b, AJJ p(X) dA . (2.187) 
因为 4(a, 和) 和 B(b, A) 是 极 化 测量 , 所 以 , 有 
|A(a,d)|=1, |B(b,A)| =1. (2.188) 
此 外 , Rap A) FES 8 BRA, 所 以 , 对 于 任意 A 它 是 非 负 的 . 这 样 一 来 , 我 们 有 
|C(a, b) ~ Cla,b)| < f [1 + A(a’, A)B(b’, A)] o(A) dà 
+ J [1 + A(a’, A)B(b, A)| p(A) dà. (2.189) 
这 就 意味 着 
\C(a, b) — C(a,b')| < £[C(a’, 8’) + Cla’, b)] +2 J pdX (2.190) 
因此 
|C(a, b) — C(a,b')| < —|C(a’,b’) + C(a’,b)| + 2 fpa dd. (2.191) 
我 们 最 终 得 到 
\C(a, b) — C{a,b’)| + |C(a’,b) + Cla’, b| <2, (2.192) 


其 中 ,我 们 用 到 了 分 布 函 数 p(A) 的 归 一 化 性 质 ， 也 就 是 说 ，j pO) dr = 1. 不 等 
式 (2.192) 以 其 发 现 者 Clauser 、Horne、 Shimony 和 Holt 来 命名 , 被 称 为 CHSH 不 等 式 . 
它 是 一 个 更 大 的 不 等 式 集合 , 即 所 谓 贝 尔 不 等 式 集合 的 一 个 例子 . 最 重要 的 一 点 是 ， 
存在 这 样 的 方向 (a,b a,b), 量子 力学 对 于 纠缠 态 的 预言 违反 CHSH 不 等 式 . 例如 ， 
我 们 可 以 考虑 图 2.8 中 所 示 的 一 组 方向 a, a, DAI. 对 于 自 旋 单 态 (2.175), 量子 力学 
fil C(a, b) = —a- b = — cos(fab), 其 中 gu 是 方向 w 和 8 之 间 的 夹 币 (参考 习题 2.16)， 


因此 , 当 # = Sat, 有 
{|C(a, b) ~ Cla, b’)| + |C(a', b) + o(a’,v)|} 


= | —cos($) + cos(3¢)] + | — cos(d) 一 cos(?)| 
= 2/2 > 2. (2.193) 


quantum 
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图 2.8 ”选择 这 些 方向 , 将 导致 违背 CHSH 不 等 式 (2.192), 其 中 , GEES 
习题 2.16 证明 : Rly) ZEPRA(2.175), 关联 吨 数 的 量子 力学 平均 值 
C(a, b) quantum = (Yo ® -a)(o™) .bY) (2.194) 


其 数值 为 一 a. 上 b. 

贝尔 不 等 式 首先 代表 了 对 量子 力学 的 一 致 性 的 实验 测试 . 为 了 验证 贝尔 不 等 
st, 人 们 进行 了 很 多 实验 , 其 中 最 著名 的 是 在 1982 年 由 Aspect 及 其 合作 者 所 完成 的 
涉及 EPR 光 子 对 的 实验 ， 该 实验 明确 显示 了 对 CHSH 不 等 式 的 背离 ， 其 偏差 高 达 
数 10 个 标准 偏差 , 而 其 结果 与 量子 力学 的 预言 极为 吻合 . 在 最 近 的 一 些 其 他 实验 中 ， 
实验 条 件 已 经 很 接近 理想 的 EPR 设 置 , 它们 的 结果 也 和 量子 力学 的 预测 符合 得 相当 
好 . 虽然 如 此 , 由 于 这 些 实验 中 所 用 到 的 探测 器 的 精度 有 限 ， 对 于 这 些 实验 是 否 是 决 
定性 的 这 一 点 , 现在 还 没有 达成 共识 . 从 论证 的 角度 而 言 ， 假设 现在 的 结果 不 会 与 
将 来 的 具备 更 高 精度 的 探测 器 的 实验 结果 相 冲 突 , 那么 ， 我 们 就 可 以 下 结论 说 , 大 
自然 在 实验 上 并 不 支持 EPR 的 观点 . 总 之 ， 世界 不 是 局 域 而 实在 的 . 

要 强调 的 是 ， 贝尔 不 等 式 和 Aspect 实 验 不 仅仅 是 对 量子 力学 的 一 致 性 的 测试 ， 

我 们 从 中 可 以 学 到 更 多 的 东西 . 这 些 深 刻 的 结果 向 我 们 展示 ， 纠缠 是 一 个 可 以 在 实 

验 上 进行 控制 的 、 超 越 经 典 物 理 范围 的 全 新 资源 . 在 下 面 的 几 章 里 我 们 将 会 着 到 ， 
量子 信息 学 的 主要 目标 ， 就 是 要 开发 这 一 资源 来 进行 经 典 力学 所 无 法 胜任 的 计算 和 
通信 任务 . 

习题 2.17 对 于 态 


(wb) = al00) + 8411), fal? + (BP =1, | (2.195) 
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其 中 , a 和 6 都 不 是 零 . 证 明 : 我 们 可 以 选择 方向 a, a’, bfeb , 使 得 CHSH(2.192) 不 等 
式 不 成 立 . 因此 , 违背 贝尔 不 等 式 是 纠缠 态 的 典型 特征 . 


2.6 参考 资料 指南 


有 很 多 关于 量子 力学 的 优秀 参考 书 . 例如 , 初级 的 参考 书 有 Merzbacher(1997) 出 
的 ,而 更 高 级 的 参考 书 有 Sakurai(1994) 和 Cohen-Tannoudji 等 (1997) 出 的 . 这 些 书 的 
内 容 集 中 在 原子 物理 方面 . 与 量子 计算 和 量子 信息 并 没有 直接 关系 , 与 量子 信息 比 
较 接 近 的 量子 力学 参考 书 是 Peres(1993) 出 的 . 

适 于 本 科 程 度 的 线性 代数 方面 的 教科 书 也 有 很 多 ,其 中 一 本 很 有 用 的 为 Lang 
(1996) 出 的 . 

EPR 伴 雇 是 爱 因 斯 坦 等 (1935) 提 出 的 , 也 可 以 参考 玻 尔 (1935) 的 评论 . 贝尔 不 
等 式 是 贝尔 (1964) 首 次 引入 的 . 在 本 章 中 , 我 们 给 出 了 贝尔 不 等 式 的 一 个 特例 ， 即 
以 4 个 发 明 人 的 名 字 来 命名 的 CHSH 不 等 式 (Clauser et al., 1969), Aspect 等 (1981) 的 
实验 明确 给 出 了 违反 CHSH 不 等 式 的 证 据 . 最 近 的 实验 已 经 很 接近 理想 的 EPR 思 想 
实验 , 在 这 方面 可 以 参考 Weihs 等 (1998) 的 文章 . 
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本 章 介绍 量子 计算 的 基本 原理 . 我 们 将 只 讨论 量子 计算 的 线路 模型 , 而 不 讨论 
更 抽象 的 图 灵机 模型 , 因为 前 者 更 容易 处 理 而 且 更 接近 物理 实现 . 事实 上 , 两 个 模 
型 是 等 价 的 . 

量子 信息 与 量子 计算 的 基本 单元 是 量子 比特 . 一 个 量子 比特 是 一 个 两 能 级 的 
量子 系统 , 人 们 可 以 可 控 地 制备 、 操 作 与 测量 它 . 一 个 量子 计算 机 可 以 被 看 成 是 一 
个 由 n 个 量子 比特 所 组 成 的 集合 , 所 以 , 它 的 波 函 数 属于 一 个 2* 维 的 复 希 尔 伯 特 空 
H. 只 要 该 计算 机 与 其 环境 的 耦合 可 以 忽 咯 不 计 , 那么 其 波 函 数 随 时 间 的 演化 就 是 
A TE (PS) a, HARER EBT SC. 

一 次 量子 计算 由 3 个 基本 步骤 组 成 : 制备 输入 态 、 对 于 初 态 执行 所 期 望 的 么 正 
变换 以 及 测量 输出 态 . 测量 结果 在 本 质 上 是 概率 性 的 , 不 同 结 果 出 现 的 概率 由 量子 
力学 的 基本 假设 给 出 . 因此 , 一 般 而 言 , 一 个 量子 算法 必须 重复 数 次 , 才能 以 尽 可 能 
接近 于 我 们 所 要 的 概率 得 到 问题 的 正确 解 . 在 这 个 意义 上 , 量子 算法 与 经 典 的 概率 
算法 类 似 . 然而 , 秋 加 原理 和 量子 纠缠 可 以 为 计算 提供 新 的 可 能 性 .由 于 利用 了 量 
子 相 干 性 和 纠缠 , 量子 计算 机 的 潜在 能 力 远 强 于 (不 论 是 确定 性 的 还 是 概率 性 的 ) 经 
典 计算 机 . 

本 章 我 们 证 明 , 与 经 典 计算 类 似 , 量子 计算 也 存在 一 组 通用 门 , 即 任何 么 正 变 
换 都 可 以 被 分 解 成 由 这 些 通 用 门 所 构成 的 一 个 序列 . 然后 , 我 们 讨论 在 量子 计算 机 
上 如 何 实现 基本 的 布尔 函数 和 算法 . 接着 , 我 们 集中 探讨 一 些 更 一 般 的 量子 算法 以 
及 与 实现 这 些 算法 有 关 的 技术 问题 . 这 些 算 法 利用 量子 力学 的 基本 性 质 , 包括 又 加 
原理 、 纠缠 , 以 及 相干 效应 , 它们 可 以 以 远 比 经 典 计算 机 更 为 有 效 的 方式 来 解决 一 
些 计算 问题 , 其 中 包括 计算 科学 中 的 一 些 基 本 问题 . 例如 , 从 一 个 无 结构 的 数据 库 
中 搜索 一 个 被 标记 的 条 目 (Grover 算 法 ) 以 及 整数 的 因数 分 解 (Shor 算 法 )，Shor 算 法 
比 (已 知 的 ) 最 佳 经 典 算法 快 指数 倍 . 接 下 来 , 我 们 讨论 第 3 类 量子 算法 , 即 模拟 物理 
AG. 最 后 , 我 们 简单 介绍 量子 计算 的 初步 实验 实现 及 其 前 景 , 有 关 这 一 方面 的 更 
详细 的 讨论 将 被 推迟 到 第 8 章 . 


3.1 量子 比特 


一 个 经 典 比 特 是 一 个 可 以 处 于 两 个 完全 不 同 的 状态 的 系统 , 这 两 个 状态 可 用 


76 量子 计算 与 量子 信息 原理 ”第 一 卷 : 基本 概念 


二 进 制 数 0 和 1 来 指示 . 对 于 这 样 一 个 系统 的 可 能 操作 ( 门 ), 包括 “ 恒 等 " 操 作 (0 一 0， 
1 一 1) 以 及 '“ 非 "操作 (NOT)(0 一 1 1 一 0). 相反 , 一 个 量子 比特 是 一 个 可 以 在 二 
维 复 希 尔 伯 特 空间 中 描述 的 两 能 级 量子 体系 . 在 该 希 尔 伯 特 空间 中 , 人 们 可 以 选择 


一 对 正 交 归 一 的 量子 态 
0) = 四 Ws H (3.1) 


来 代表 对 应 于 经 典 比特 的 0 和 1. TAG RA. BREUER, 量子 比 
特 的 任何 态 都 可 以 写成 


l4) = a0) + 81), (3.2) 
其 中 , 振幅 a 和 6 是 复数 , 服从 归 一 化 条 件 


la + |B)? = 1. | (3.3) 


由 于 在 态 矢 量 的 定义 中 存在 一 个 没有 物理 意义 的 整体 相位 , 人 们 可 以 选择 a 为 正定 
的 实数 (除非 对 基 矢 态 |1), 对 它 而 言 , a = 0, 6 = 1 为 实数 ). 这样, 一 个 一 般 的 量子 
比特 态 可 以 写成 


8 a. 8 
|W) = cos 5 |0) +e sin 5 |1) 
0 
cos = 
2 


eig sin 一 
- 2 


OSAST, OK P< 2M. (3.4) 


因此 , 不 同 于 经 典 比特 (经 典 比 特 只 允许 取 值 0 或 1), 量子 比特 属于 一 个 由 连续 变量 a 
和 6 (或 者 9 和 由 所 刻画 的 矢量 空间 . 这 样 , 我 们 允许 连续 的 态 . 这 一 点 与 我 们 的 “经 
典 ” 思 维 相抵 触 ， 按 照 我 们 的 直觉 一 个 具有 两 个 态 的 系统 只 能 处 于 其 中 的 一 个 . 
然而 , 更 有 趣 的 是 , 正如 在 第 2 章 中 所 见 , 量子 力学 允许 无 数 的 其 他 可 能 性 . 至 此 ， 
有 人 可 能 会 说 , 单个 量子 比特 就 有 可 能 储存 无 限量 的 信息 . 事实 上 ， 为 了 明确 给 出 
式 (3.2) 中 的 复数 a 和 6 的 值 , 我 们 通常 要 用 到 无 数 个 比特 . 然而 ， 这 里 有 一 个 陷阱 : 为 
了 获取 这 一 信息 , 我 们 必须 进行 测量 , 而 量子 力学 告诉 我 们 ， 测量 一 个 量子 比特 的 沿 
轴 向 n 的 极 化 态 0,,, 只 能 得 到 单个 比特 的 信息 , on = 十 1 Ron = 一 1. 为 了 得 到 cc 和 
我 们 需要 对 同样 制备 的 单 比特 态 做 无 穷 次 测量 . 

事实 上 ， 一 个 两 能 级 的 量子 体系 如 果 可 以 按照 如 下 方式 进行 操作 , 那么 就 可 以 
被 用 作 一 个 量子 比特 . 

(1) 它 可 以 被 制备 在 某 些 确定 的 态 ， 如 被 称 为 量子 比特 的 基准 态 的 |0) 态 . 

(2) 量子 比特 的 任 一 态 都 可 以 被 变换 到 任 一 个 另外 的 态 . 如 后 面 几 节 所 示 , 这 
种 变换 由 义 正 变换 来 完成 . 
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(3) 量子 比特 态 可 以 在 计算 基 矢 {j0),|1)} 上 测量 . 我 们 可 以 测量 量子 比特 沿 z 轴 
的 极 化 . 正如 已 经 在 2.4 节 中 所 看 到 的 , 与 该 测量 相 联 系 的 厄 米 算 符 是 本 征 态 为 |0) 
和 |1) 的 泡 利 算 符 o。. 因此 , 如 果 量 子 比 特 由 方程 (3.4) 描 述 , 测量 的 结果 是 0 或 1 (也 
就 是 说 , o = +1 Ro = ~)), 其 概率 可 由 在 2.4 节 中 所 讨论 过 的 量子 力学 基本 假 
设 开 而 算出 , 分 别 是 


po = (OP = co ,pi = J0 = sin? 5. (3.5) 


需要 强调 一 点 , 也 将 在 第 8 章 中 详细 讨论 ， 上 面 的 要 求 (1)~(3) 都 可 以 在 今天 的 
实验 室 里 实现 . 例如 , 下 列 方式 可 以 提供 量子 比特 的 物理 实现 :WD 在 核磁 共振 量子 
处 理 器 中 的 分 子 的 核 自 旋 ; @ 在 空 腔 中 的 原子 的 态 (|0) 对 应 于 原子 的 基态 , |1) 为 第 
一 激发 态 ); @ 在 两 个 超 导 结 之 间 进 行 隧 穿 的 库 珀 对 ( 库 珀 对 在 其 中 一 个 结 为 |0) 态 ， 
LEP REA AS). 量子 比特 态 的 么 正 演化 , 可 以 通过 调节 磁场 或 者 激光 场 来 控 
制 , 为 此 , 人 们 已 经 发 展 了 非常 有 效 的 测量 仪器 . 


3.1.1 Bloch 球 


量子 比特 在 Bloch 球 上 的 表示 非常 有 用 , 因为 , 该 球 为 量子 比特 以 及 对 量子 比特 
态 所 进行 的 变换 提供 了 几何 图 像 . 具体 而 言 , 由 于 归 一 化 条 件 (3.3), 量子 比特 态 可 以 
用 具有 单位 半径 的 球 上 的 一 个 点 来 表示 , 这 个 球 就 叫做 Bloch 球 ， 这 个 球 可 以 钳 人 
一 个 三 维 的 笛 卡 儿 坐 标 中 (x = cosdsin 8, y = sin gsinO, z = cos0). 这 样 , 态 (3.4) 可 


以 写成 
itz 
ly) = Va dy (3.6) 
2(1 +z) 


按照 定义 , 一 个 Bloch 矢 量 的 三 个 分 量 (z,y,z) 给 出 Bloch 球 上 的 一 个 点 . 因此 , Bloch 
矢量 必须 满足 归 一 化 条 件 z? + y? + 2? = 1. 如 图 3.1 所 示 , 我 们 也 可 以 说 角度 0 和 % 定 
义 了 一 个 Bloch 矢 量 . 在 同一 个 图 中 , 我 们 也 给 出 了 将 Bloch 球 投影 到 一 个 平面 的 正 
HO. 该 正弦 投影 有 助 干将 对 量子 比特 态 的 乏 正 变换 形象 化 . 

投影 算 符 P = bab) wp| 为 态 (3. 久 提供 了 另外 一 个 有 用 的 表示 . 投影 算 符 P 在 基 


D 在 (X,Y 平面 中 ; 量子 比特 态 的 坐标 是 X = 6 sin8 和 Y = -9 十 > 这 里 ， 角 变量 的 到 值 范围 
是 [mx 可) 正弦 投影 是 一 个 保 面积 变换 . Bloch 球 上 的 纬 线 和 9 = 0 的 经 线 都 是 直线 ,所 有 其 他 经 线 都 是 正 芝 


矢 {|0),|1)} 上 的 矩阵 表示 是 


cos? Ê eit sin © c s? 
P= 2 2, ”3 


- 8 
eig sin ~ cos — sin? — 
2 2 2 


1] 1+22-i 
-让 teg a (3.7) 
T+iy i-z 


其 中 , 矩阵 元 Pi (4,7 = 0, 1)RE RA (i| Phy). 


zY 
D 
-AR 
oe / / \ 、 
A / / | wA N 
chiki L l) E Y 
\ rood i | food 
X, N 4 i | ; f 
AA \ | y 
~ 7 A» a 
N, \ fy ~ 
SAE 
B 


图 3.1 一 个 量子 比特 的 Bloch 球 表示 (a), 以 及 Bloch 球 的 正弦 投影 (b) 


图 上 所 标明 的 点 与 量子 态 的 对 应 如 下 : A = (a=1,8=0), B = (0,1), C = E = (+= -=), 
1 1 1 i 1 i a 
= { 一., 一- ). 注意 , AM c MBK 别 对 
D=(< Z) F (= Fz) 和 G (4-3) 注意 ,4 点 (Bioch 球 的 北极 ) 和 了 点 (南极 ) 分 
， 应 态 |0) 和 |1) 


3.1.2 量子 比特 态 的 测量 


假如 我 们 可 以 任意 使 用 大 量 以 同样 方式 制备 的 量子 比特 , 那么 量子 比特 态 |w) = 
al0) + Bl 在 原则 上 是 可 以 测量 的 ，Bioch 球 表象 为 理解 这 一 点 提供 了 一 个 特别 合 
适 的 框架 下 面 证 明 , 一 个 量子 比特 在 Bloch 球 上 的 坐标 z, y 和 z 是 可 以 测量 的 (正如 
我 们 已 经 看 到 的 , 除了 一 个 整体 相 因 子 , 从 这 些 坐 标 我 们 可 以 确定 a 和 B 的 值 ). 


利用 在 计算 基 矢 上 的 泡 利 算 符 
0 —i 1 0 
| |: =|} Mi (3.8) 


0 1 o 
Oy = ) 
x 1 0 yY 
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对 于 由 式 (3.4) 所 给 出 的 态 hp), 有 
oz h) = otsin Ê 10 + cos Ê 5， 
ay |W) = ~icl sin £ 0) + icos 5 11), (3.9) 
5 on lo) esin gD) 


出 此 , 我 们 得 到 如 下 的 针对 态 (3.4) 的 期 望 值 : 


(ploshb) = Gb | l Ib) = sin @ cos$ = z, 


laly) = (Y | H (4) = sing sing = y, (3.10) 


(dloz|b) = (Y f H p} = cos0 = z. 


对 计算 基 矢 进行 标准 的 投影 测量 , 如 测量 o, 我 们 可 以 以 任 意 精度 得 到 
坐标 (zx,y, 2) 的 值 . 事实 上 , 从 方程 (3.5), 我 们 可 得 


8 
po 一 21 = cos” 5 一 Sin2 3 =cos@=z. (3.11) 


于 是 , 测量 os 得 到 0 或 1 的 概率 之 差 , 给 出 坐标 z 的 值 . 如 果 我 们 可 以 使 用 任意 大 数 
目 (NV) 的 系统 , 并 且 将 它们 都 制备 到 相同 的 态 (3.4), 则 可 以 估计 z 的 值 为 No/N 一 Ni/N， 
其 中 No 和 Ni 分 别 是 输出 0 和 1 的 数目 ， 因 此 , 只 要 测量 了 足够 多 的 态 ， z 就 可 以 被 确 
定 到 任意 精度 . 

坐标 z 和 y 可 以 通过 对 量子 比特 作 一 个 么 正 变换 而 得 到 、 如 果 把 具有 如 下 矩阵 


表示 
Pa = + p ) i (3.12) 


的 么 正 变换 作用 到 态 (3.4) 上 , 我 们 得 ly 中 ) = Uily). 在 计算 基 矢 上 的 投影 测量 得 到 
输出 为 O 和 1 的 概率 分 别 为 p40 = (Oly)? p = ay), 因此, 有 


ps 一 p? ) = cosġ sind = T. (3.13) 


同样 , WAAT FER: 


Uz = 二 | 7 q , (3-14) 
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pe? — p” =sing sinl =y, (3.15) 
其 中 , pP = KoD 和 ph = aD PER BEF LOREM A i 的 测量 得 到 0 
或 1 的 概率 . 
习题 3.1 两 个 量子 态 jw1) 和 |w2) 的 保 真 度 RRLAF = | (rhe). 它 是 两 个 
量子 态 之 闻 的 距离 的 一 种 度量 : OS F<. Bld) 与 |w2) 相 等 时 , FP = 1, Bly) 
与 ze) 正 交 时 , F = 0 证明: F = cos? S 其 中 , WEN RP ET Ale) lye) A 
A Bloch K # Z ii} #9 K A. 


3.2 量子 计算 的 线路 模型 


在 第 1 章 中 我 们 证 明了 , 一 个 经 典 计 算 机 可 以 很 方便 地 用 一 个 n 比 特 的 有 限 寄 
存 器 来 表示 . 对 于 * 非 ”和 “与 ?这 类 的 基本 操作 , 可 以 在 单 或 多 个 比特 上 执行 , 而 将 
这 些 基 本 操作 按照 某 种 规则 组 合 起 来 , 可 以 产生 任意 复杂 的 逻辑 函数 . 

线路 模型 可 以 转移 到 量子 计算 机 上 . 量子 计算 机 可 以 被 认为 是 一 个 由 mn 个 量子 
比特 所 组 成 的 有 限 集 合 ， 即 尺寸 为 n 的 量子 寄存 器 ， 一 个 n 比 特 的 经 典 计算 机 的 状 
AS, 可 由 一 个 二 进 制 整数 i & [0,2” 一 1] 来 表示 , 即 


i=in 27l te +h ®t, (3,16) 


FEE, dosing e inai fo 是 二 进 制 数 , 然而 , 一 个 ”量子 比特 的 量子 计算 机 的 状态 
是 


2”—1 


W= SO ali) 
i=0 
1 


1 1 
= `> “Tt 5 5 Ci Jin—1) ®--- @ lii) @ lio), (3.17) 
in n=0 41 =O iy =0 
Lt, 复数 c 受制 于 归 - -化 条 件 


27 一 1 


>》 jaf = 工 (3.18) 
i=0 
因此 ,一 个 n 个 量子 比特 的 量子 计算 机 的 状态 , 对 应 于 一 个 在 2" 维 希 尔 伯 特 空间 中 
的 态 矢 ， 该 2 维 希 尔 伯 特 空间 系 由 n 个 二 维 希 尔 伯 特 空间 的 张 量 积 所 生成 (每 个 量 
子 尼 特 对 应 于 一 个 二 维 希 尔 伯 特 空间 )， 考 虑 到 归 一 化 条 件 (3.18) 以 及 以 下 性 质 , 即 
戏 仁 何 量子 系统 的 态 的 定义 都 不 需要 确定 那个 在 物理 上 不 重要 的 整体 相位 , 量子 计 
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算 机 的 状态 由 2(2" 二) 个 独立 的 实 参数 来 决定 . Wn = 2 的 情形 为 例 , 我 们 把 两 个 法 
子 比 特 的 计算 机 的 一 般 态 写成 

|b) = col0) + e111) + c22) 十 cg|3) 
coo|0) @ |0) + co1|0) ® |1) + c10]1) & JO) + e11]1) @ |1) 
= cool00) + col|l01) 十 €19(10) + e11{11) ; (3.19) 


ll 


其 中 , 在 最 后 一 行 , 我 们 用 到 了 简写 jio) = li) @ |io). 利用 该 简写 符号 , 态 (3.17) 可 
以 被 写成 更 简单 的 形式 


1 
Wy = 3 Gia trio lina ito). (3.20) 
th 1 931380 一 0 

登 加 原理 在 方程 (3.17) 中 是 显而易见 的 : 尽管 mn 个 经 典 比特 仅仅 可 以 储存 一 个 
整数 i, 但 是 , n 个 量子 比特 的 量子 寄存 器 不 仅 可 以 储存 与 计算 基 矢 相应 的 态 |i), 还 
可 以 储存 由 这 些 态 县 加 而 成 的 态 . 我 们 要 强调 , 在 这 个 到 加 态 中 , 计算 基 矢 的 数目 
可 以 多 达 2", 它 随 量子 比特 的 数目 按 指数 增加 . 登 加 原理 为 计算 开启 了 思 新 的 未 来 . 
当 我 们 在 经 典 计算 机 上 进行 运算 时 ,不 同 的 输入 需要 进行 不 同 的 操作 . 相反 , 量子 计 
算术 可 以 在 一 次 运行 中 完成 相对 于 输入 而 言 呈 指数 式 (增加 的 ) 的 运算 . 这 个 巨大 的 

并 行 性 是 量子 计算 的 强大 所 在 . 
我 们 要 强调 , 释 加 原理 并 非 为 量子 特性 所 独 有 . 事实 上 , 也 存在 满足 登 加 原理 
的 经 典 波 . 比如 说 , 描述 两 端 圈定 的 弦 振 动 的 波动 方程 , 它 的 解 |pi) 满 足 到 加 原理 ， 
昌 类 似 方程 (3.17), 我 们 可 以 把 弦 振 动 的 最 一 般 的 态 lw) 写 成 这 些 解 的 线性 亚 加 , 即 


27-1 
le) = > alei- (3-21) 

i=0 
与 经 典 计算 相 比 , 我 们 要 重点 指出 的 是 纠缠 对 于 量子 计算 的 重要 性 . 为 此 , 我 们 比 
校 为 表现 琶 加 (3.21) 而 在 经 典 和 量子 物理 中 所 必需 的 资源 .在 经 典 世 界 中 , 为 了 得 
到 a" 个 能 级 的 又 加 , 这 些 能 级 必须 属于 同一 个 系统 . 事实 上 , 在 经 典 物理 中 没有 纠 
缠 , 因此 ,不 同系 统 的 经 典 态 是 永远 不 可 以 释 加 起 来 的 . 这 样 一 来 ， 我 们 所 需 的 能 级 
数 随 n 呈 指数 增加 . 如 果 和 是 相 邻 能 级 之 间 的 典型 间隔 , 那么 , 为 此 计算 所 需 的 能 量 
ona, AK, 计算 所 需要 的 物理 资源 随 n 按 指数 增加 ?. 相反 , 由 于 有 纠缠 ， 在 量 
子 物理 中 , 一 个 一 般 的 2" 个 能 级 的 全 加 可 以 用 n 个 量子 比特 来 表示 . 这 样 ， 所 需 的 物 

理 资 源 随 n 基 线性 增加 . 


DHR, 可 以 想象 经 典 系统 中 的 能 级 处 在 某 个 上 界 之 下 ， 在 这 种 情形 ， 所 需 的 能 量 可 以 被 认为 对 "而 言 
是 一 个 常数 ， 可 是 ,这 样 , 我 们 需要 能 够 区 分 能 级 间距 按 指数 式 减 小 的 测量 仪器 ， 其 能 级 间距 为 2-". 要 使 
这 样 的 实验 仪器 得 以 实现 ,一 个 合理 的 假设 是 所 需 的 物理 资源 按 指数 式 增 邵 ， 


82 量子 计算 与 量子 信息 原理 ”第 一 卷 : 基本 概念 


为 了 进行 量子 计算 , 应 

(1) TIEA FE AIS), 称 为 基准 态 , 如 |0.…00)， 

(2) 操控 量子 计算 机 的 波 函 数 . 也 就 是 说 , 执行 给 定 的 乏 正 变 换 U, 得 到 |wf) = 
Uly:). 

(3) 最 后 一 步 , 在 计算 基 矢 上 进行 标准 测量 , 也 就 是 说 , 测量 每 一 个 量子 比特 的 
极 化 o。. 

既然 量子 计算 机 是 一 个 n 体 (量子 比特 ) 的 量子 系统 , 其 波 函 数 (3.17) 的 时 间 演 化 
HRS BRE. 根据 第 2 章 中 所 讨论 的 量子 力学 的 基本 假设 , 量子 计算 机 波 
函数 的 演化 由 么 正 算 符 来 描述 . 这 里 , 我 们 忽略 由 于 量子 计算 机 与 环境 的 非 预 期 看 
合 所 引起 的 、 非 么 正 9 的 退 相 干 效应 . 该 退 相干 效应 将 在 第 6 章 中 考虑 . 

我 们 要 强调 , 一 个 rn 量子 比特 的 波 函 数 的 演化 由 一 个 2"” x 2 的 么 正 矩 阵 来 描述 ， 
该 矩阵 总 可 以 被 分 解 成 作用 于 一 个 或 两 个 量子 比特 之 上 的 么 正 运算 的 乘积 . 这 些 么 
正 运算 对 应 于 量子 计算 的 线路 模型 中 的 基本 量子 门 . 

最 后 要 指出 的 是 , 可 以 证 明 , 只 要 事先 加 圭一 个 适当 的 么 正 变换 ， 对 于 复杂 多 
量子 比特 的 任何 测量 , 总 可 以 在 计算 基 矢 上 进行 . 3.1 节 中 所 讨论 的 对 单 量子 比特 的 
测量 , 就 是 这 种 过 程 的 一 个 例子 : 如 果 在 勾 正 变换 (3.12) 或 (3.14) 之 后 再 做 一 个 在 标 
准 基 矢 {|0),11)} 上 的 投影 , 我 们 就 可 以 得 到 Bloch 球 的 坐标 zx 或 y. 


3.3 单 量子 比特 门 


对 一 个 量子 比特 的 运算 必须 满足 归 一 化 条 件 (3.3), 因此 , 它 由 一 个 2 x 2 的 么 正 
和 矩阵 来 描述 . 下 面 我 们 将 介绍 Hadamard 门 和 相 移 门 ， 并 且 证 明 这 两 种 门 足以 用 来 
实施 作用 于 单个 量子 比特 上 的 任何 么 正 运算 . 
Hadamard 门 的 定义 为 
1 {1 1 
H = a Í H . (3.22) 
该 门 把 计算 基 矢 {|0), (1) ERRER {+ | 一 让， 后 者 是 计算 基 矢 的 全 加 态 : 


H0) = (0) + 11)) = 1+), 
H1) = 5 (10) = 10) =I). (3.23) 


因为 H? = I, 所 以 , BEMRH-) =H. 注意 互 是 厄 米 的 . 事实 上 ， HABER AR (3.22), 
很 显然 有 (五 7) =H 


CD 该 非 么 正 性 , 针对 于 在 量子 计算 机 的 希 尔 伯 特 空间 中 所 给 出 的 描述 - 包括 环境 的 整个 大 系统 的 演化 ， 
一 般 仍 假设 为 么 正 的 . 一 一 译 者 注 . 
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相 移 门 的 定义 为 
R,(6) = 0 (3.24) 


0 eld 
相 移 门 把 |0) 变 成 |0), HE] 1) BE el (1). 因为 整体 相位 没有 任何 物理 意义 , 计算 基 矢 所 
对 应 的 态 |0) 和 |1) 并 没有 改变 . 然而 , 相 移 门 作用 于 一 个 一 般 的 单 量 子 比 特 态 jw)( 见 
方程 (3.4)), 会 给 出 


1 0 cos cos 2 
Rz 6 一 . ; 2 = 2 . ` 


正如 在 2.4 节 中 所 讨论 的 , 相对 相位 可 以 观测 , 因此 , 一 个 一 般 的 量子 比特 态 在 
相 移 门 作用 之 下 会 发 生变 化 . 从 方程 (3.25) 容 易 看 出 , 相 移 门 的 效果 是 在 Bloch 球 面 
上 绕 z 轴 逆 时 针 旋 转角 度 6( 图 3.1). 

任何 作用 于 单 量子 比特 的 么 正 运算 , 都 可 以 利用 Hadamardf 了 和 相 移 门 来 实现 . 
事实 上 一 个 么 正 变换 对 于 一 个 量子 比特 的 态 的 作用 , 是 将 Bloch 球 面 上 的 一 点 移 
动 到 另外 一 点 ,而 这 一 移动 完全 可 以 利用 这 两 个 量子 门 来 实现 .尤其 是 , 一 般 的 
态 (3.4) 可 以 从 |0) 出 发 通过 以 下 方式 得 到 : 


R, (Z +4) BRAO Hlo) =e (coos 0) + etsing D) (826) 
习题 3.2 证 明 : 在 Bloch 球 面 上 把 态 从 (91, b1) AF WA (02, 2) 的 么 正 运 算是 


R, (Z +62) 百 Re(b ~ 01) H R(= 3 — 1). (3.27) 


现在 , 我 们 来 考虑 一 类 有 用 的 么 正 变换 ， 即将 Bloch 球 绕 任意 一 个 轴 旋 转 ， 首 
先 , 我 们 需要 下 面 的 结果 : WOW LO? = I, 对 于 偶数 k, OF = I; 对 于 奇数 
OF =O. FE, 算 符 O 的 指数 函数 的 泰勒 展开 为 


ee? 一 P-a? t ,]Z-iļle- 4a ++…]0 
= cos(a) I —isin(a)O. (3.28) 


因为 泡 利 算 符 满足 条 件 c2 = 02 = 03 =I, 我 们 可 以 将 方程 (3.28) 应 用 到 ce, cy 和 cz 的 
指数 式 . 对 于 os， 有 


:6 6 . .56 
@ 12% = cos 5 I ising oz 


2 


iĝ 


=e? È 0 | = R,(d). (3.29) 
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我 们 注意 到 , 上 面 关于 R(8) 的 定义 与 (3.25) 只 相差 一 个 没有 物理 意义 的 (整体 ) 相 因 
子 . 如 果 把 相 移 门 运用 到 由 方程 (3.4) 给 出 的 一 般 矢量 Iw), 如 方程 (3.25) 所 示 , 我 们 
可 以 得 到 态 


R.(8) |W) = cos 5 jo) + e(@+8) sin |1). (3.30) 


BORE, WEHE, y, z 表 示 矢 量 | 办 所 对 应 的 笛 卡 儿 坐 标 , ME, y’, 2) 为 Rs(5) jw) 所 
对 应 的 坐标 (如 3.1 节 中 所 解释 的 , 这 些 坐标 可 以 从 Bloch 球 面 坐标 而 得 到 ), 我 们 得 


到 以 下 变换 ; 

xz’ = xcosd— ysind, 

y'= xsind + ycosd, (3.31) 
z =z. 


因此 , R(6) 对 应 于 绕 z 轴 沿 逆 时 针 旋转 角度 5， 当 然 , 我 们 可 以 等 效 地 说 , 矢量 |w) 道 
时 针 旋 转角 度 5, 或 者 Bloch 球 本 身 顺 时 针 旋 转 6 角 . 在 第 一 种 图 像 中 , 我 们 想象 一 个 
矢量 在 一 个 固定 的 Bloch 球 上 运动 ; 而 在 后 一 种 图 像 中 , 矢量 是 固定 的 而 坐标 轴 运 
动 . 类 似 地 , 我 们 也 可 以 得 到 绕 z 轴 作 逆 时 针 旋 转 所 对 应 的 么 正 矩 阵 


COS 3 ~—isin 2 
ig 2 2 > 
Re = = .32 
e O 3 5 | =e) (3.32) 
isin 5 cosg 
以 及 对 应 于 % 轴 的 么 正 矩 阵 
COS é — sin Š 
cides = | | j = R, (6d). (3.33) 
sin 了 COS 3 
习题 3.3 ”验证 Bloch 球 坐标 变 挨 RR (8) 和 Ry(6) 分 别 对 应 于 绕 z 和 y 轴 做 谤 时 针 旋 


转 5 角 度 . 

绕 一 个 一 般 的 轴 所 做 的 旋转 , 可 以 通过 以 下 性 质 得 到 : 无 穷 小 旋转 可 以 像 天 量 
那样 组 合 . 事实 上 , 绕 一 个 党 单位 矢量 n = (ne, ny, ns) 的 轴 旋 转角 度 c(e < 1) 所 对 
应 的 算 符 是 

Ry (e) ~ Rz (nze) Ry (nye) Rs (nz€). (3.34) 
对 于 e < 1, 方程 (3.28) 的 泰勒 展开 给 出 


Rime) = Ii 5 Nii, (3.35) 


我 们 得 到 . 
Rale) SI —i 5 (n-o), (3.36) 
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其 中 o = (cc Oy, 0s)， 对 于 产生 5 角度 的 旋转 , 可 以 将 其 分 解 为 上 个 无 穷 小 角度 e = 
6/k 的 旋转 l 


| =) F 6 
Rn(d) = jim, jz -izk (n- oj 一 exp |- 3 (n. oj . (3.37) 
AA ln- or)? = n202 + n202 + nto? = (n2 +n? +n2)I = 1, 所 以 方程 (3.28) 适 用 , T 
是 有 
Ra(5) = cos 5 I~ isin? (n-o). (3.38) 
从 这 一 方程 , 我 们 可 以 清楚 地 看 到 , Hadamard 门 是 一 个 绕 轴 元 = (> 0, =) 做 
角度 为 5 二 7 的 旋转 . 事实 上 
= 
v2 
与 Ra 人 (rm 仅 相差 一 个 整体 相位 , 该 变换 将 z 轴 变 成 z 轴 , 反之 亦 然 . 
习题 3.4 证 明 : 方程 (3.12) 和 (3.14) PAU, PU HEM, PHM MTR, (-5) 
sr) 
习题 3.5 利用 以 下 性 质 , 即 一 个 一 般 的 2 x 2 KEELU 可 以 被 看 成 是 一 个 


Bloch 球 的 某 个 轴 做 角度 6 的 旋转 ( 仅 相差 一 个 整体 相位 ), 计算 VU. 
习题 3.6 证 明 (g.o)(b:o)= [a:bI+io - (ax b). 


H = — (0z + os) (3.39) 


3.4 受 控 门 和 纠缠 的 产生 


在 两 个 量子 比特 之 间 可 以 出 现 的 纠缠 , 是 量子 力学 中 最 令 人 感性 趣 的 特征 . SE 
际 上 , 两 个 量子 比特 的 一 般 态 在 计算 基 矢 上 可 以 写成 


ap) = a (00) + (01) + y |10} + 4 (12), (3.40) 


其 中 , a, 6, y 和 5 是 复 系数 . 考虑 到 归 一 化 条 件 , lal? +162 + hol? +16? = 1, 以 及 态 
仅 能 被 定义 到 相差 一 个 整体 位 相 这 样 一 个 事实 , 我 们 还 剩 下 6 个 自由 度 . 因此 ， 一 般 
而 言 , 态 (3.40) 是 不 可 分 离 的 . 事实 上 , 正如 我 们 在 2.5 节 中 所 讨论 过 的 那样 , 一 个 双 
粒子 量子 系统 的 态 | 被 称 为 是 可 分 离 的 , 仅 当 它 可 以 被 写成 |) = br) @ yo 其 
中 jy 和 | 如) 是 两 个 子 系统 的 波 函 数 . 因此 ， 一 个 可 分 离 的 双 量 子 比特 态 仅 具有 4 个 
自由 度 . 例如 , 对 应 于 每 个 量子 比特 , 我 们 可 以 取 其 Bloch 球 上 的 两 个 参数 . 当量 子 
比特 的 数目 增加 时 , 情况 会 变 得 更 加 复杂 . 可 以 说 , 纠缠 的 复杂 性 随 着 量子 比特 的 
数目 而 呈 指 数 增长 :尽管 一 个 可 分 离 的 n 个 量子 比特 的 态 仅 仅 依赖 于 2n 个 实 参 数 ， 
但 是 , 最 普遍 的 纠缠 态 具 有 2(2” 一 1) 个 自由 度 . 
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很 明显 , 单 量子 比特 门 在 一 个 rn 量子 比特 体系 中 不 能 产生 纠缠 . 事实 上 , 从 一 个 
Wy BSAA Ih) = Yn- @ Wr- @ --- @ [po HZ, 我 们 可 以 在 Bloch 球 上 随意 地 移 
动 任何 量子 比特 , 从 而 得 到 lp = | 办 sy @ | 办 @… @ |). 对 于 任 选 的 第 ;个 量 
子 比特 的 态 |w;), 可 以 利用 单 量子 比特 门 使 之 处 于 在 其 自己 的 基 10) 和 1) 上 的 任意 竹 
加 态 , 然而 , 该 n 量 子 比特 态 仍然 是 可 分 离 的 . 

为 了 制备 一 个 纠缠 态 ,人 们 需要 量子 比特 之 间 的 相互 作用 ， 如 双 量 子 比特 门 . 
能 够 产生 纠缠 的 典型 双 量 子 比 特 门 是 受 控 非 门 (CNOT) . 它 对 计算 基 矢 {|ii io) = 
100), 101), |10), 111)} 的 作用 , 就 像 经 典 计 算 中 的 异 或 门 那 样 , CNOT |z)]y)) = lele e 
y) (zy = 0,1), 其 中 , o 表示 以 2 为 模 的 加 法 . 在 受 控 非 门 中 的 第 1 个 量子 比特 起 控 
制作 用 , 而 第 2 个 为 目标 量子 比特 . 如 果 控 制 量子 比特 处 于 态 |1), 受 控 非 门将 目标 量 
子 比 特 翻 转 , 而 如 果 控 制 量子 比特 处 于 态 |0), 受 控 非 门 就 不 进行 任何 操作 . RINE 
意 到 , 正如 在 2.3 节 中 所 讨论 过 的 , 计算 基 矢 可 以 用 下 面 的 列 矢量 来 表示 : 


lo) = |00) = ， |1) = 101) = 


|2) = |10} = » (3)=|1D = ， (3.41) 


O.o aoc r 
Poco co cr & 


其 中 , 矢量 从 的 第 i 企 分 量 为 1, AAAS. 用 二 进 制 标记 , ji) = lato), 
3) = ljo). 因此 , 我 们 可 以 用 以 下 矩阵 来 表示 受 控 非 1 


CNOT = (3.42) 


oo co re 
oo rf 
re Oo Oo oO 
Oreos 


其 中 , 该 矩阵 的 分 量 (CNOT)sj 为 LCNOTIj) (ER, j = 0,… ,3)- 例如 ， 
(CNOT)2s = (2ICNOTI3) = (10/CNOT|11) = 1. (3.43) 


当然 , 与 经 典 异 或 门 不 同 的 是 , 受 控 非 门 也 可 以 应 用 到 计算 基 矢 的 任意 个 加 态 . 注 
意 , 由 于 (CNOT)? = 1, 受 控 非 门 是 自 肥 的 . 
容易 看 出 , 受 控 非 门 可 以 产生 纠缠 态 . 例如 , 只 要 a, 8 A 0, 态 


CNOT(al0) + Pl1))|0) = al00) + 8111) (3.44) 
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是 不 可 分 离 的 . 
习题 3.7 ”最 为 一 般 的 、 可 分 离 的 双 量 子 比 特 态 可 以 写成 (相差 一 个 整体 相位 ) 


jb) = a {|0) + bre! [1)} @ {[0) + doe'*|1)}, (3.45) 


其 中 , a 由 波 函 数 的 归 一 化 条 件 确 定 ， 实 数 bo, b, pfp 要 满足 什么 条 件 , 才能 使 
ASCNOT|d) A #1 RAS? 

我 们 可 以 定义 广义 受 控 非 门 , 对 它 而 言 , 控制 量子 比特 可 以 是 第 1 、 也 可 以 是 
第 2 个 量子 比特 , 而 该 尿 辑 门 可 以 在 控制 量子 比特 为 |0) 、 也 可 以 在 其 为 |1) 时 实施 平 
庸 操作 (逻辑 门 的 平庸 操作 指 的 是 恒 等 操 作 ). 相应 地 , 我 们 有 下 列 4 个 矩阵 ; 


1000 0100 
an0 19 0 pa{t 00 0f 
0001 0010 
0010 000 1f 
100 0 001 0 
0001 0100 
C= , D= . (3.46). 
0010 1000 
0100 0001 


第 1 个 矩阵 (4) 是 标准 的 受 控 非 门 (3.42); 如 果 第 1 个 量子 比特 为 |0), 8 将 第 2 个 量子 比 
特 翻转 ; 如 果 第 2 个 量子 比特 是 |1), C 将 第 1 个 量子 比特 翻转 ; 而 如 果 第 2 个 量子 比特 
是 |0), DD 将 第 ! 个 量子 比特 铀 转 . 图 3.2 给 出 了 广义 受 控 非 门 的 线路 表示 .和 通常 的 
图 形 表示 类 似 , 在 这 些 图 中 , 每 条 线 代表 1 个 量子 比特 ; 任何 逻辑 门 系列 都 必须 从 左 
边 ( 输 入 ) 向 右边 (输出 ) 读 ; 从 底部 向 上 面 移动 , 量子 比特 所 代表 的 数 的 重要 性 从 最 
小 (按照 二 进 制 (3.16) 符 号 记 为 io) 变 到 最 大 (i,-1). 这 里 ,重要 性 的 含义 如 下 : 前 转 一 
个 量子 比特 , 会 使 得 整个 n 量 子 比特 的 态 所 对 应 的 整数 发 生变 化 , 变化 越 大 ， 则 称 该 


量子 比特 越 重 要 . 


图 3.2 广义 受 控 非 门 的 线路 表示 
从 左边 到 右边 为 4, B,C, D. 注意 , 在 控制 量子 比特 中 ， 如 果 当 控制 比特 为 hy 时 月 标量 子 比特 被 翻转 ， 我 们 
就 画 一 个 实心 图, 而 如 果 当 控制 比特 为 0) 时 有 目标 量子 比特 被 翻转 ， 我 们 就 画 一 个 空心 贺 


88 量子 计算 与 量子 信息 原理 ”第 一 卷 : 基本 概念 
习题 3.8 证明: 所 有 4 个 广义 受 控 非 门 , 都 可 以 只 用 一 个 标准 的 党 控 非 门 和 单 
量子 比特 门 来 构造 . 特别 地 , 验证 : 图 3.3 中 所 示 的 线路 交换 了 控制 和 目标 量子 比特 . 


图 3.3 ”广义 受 榨 非 门 C, 可 以 被 分 解 成 一 个 标准 的 受 控 非 门 和 4 个 Hadamard 门 


习题 3.9 证明; 双 量 子 比 特 的 基 笑 态 的 所 有 4 二 24 种 置换 , 都 可 以 利用 广义 
受 控 非 门 得 到 , 并 画 出 相应 的 线路 图 . 尤其 验证 : 可 以 通过 线路 图 3.4 来 交换 两 个 量 


DO- 


图 3.4 ”交换 (SWAP) 门 的 线路 图 
与 受 控 非 门 不 同 的 是 , 存在 没有 经 典 类 比 的 双 量 子 比 特 门 , 如 受 控 相 移 门 


100 0 
010 0 

CPHASE(6) = ， (3.47) 
0 0 1 0 
0 0 0 eê 


只 有 当 控 制 和 目标 量子 比特 都 为 态 |1) 时 , 才 对 目标 量子 比特 做 一 个 相位 移动 ， 
CPHASB|11) = e/11). 图 3.5 显 示 ， 一 个 受 控 相 移 门 可 以 通过 受 控 非 门 和 单 量 
子 比 特 相 移 门 来 实现 . 


5/2 


5 8/2 -862 
o 


图 3.5“ 受 控 相 移 门 的 线路 实现 
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习题 3.10 CMINUS!12@ X 4 CMINUS=CPHASE(n), 也 就 是 


100 0 
0 1 0 

CMINUS = 0 (3.48) 
001 0 
000 -1 


这 是 个 重要 的 逻辑 站 ,因为 在 有 些 实际 情况 中 , 执行 CMINUS 操 作 比 执行 受 控 非 门 
容易 . 请 检验 图 3.6 中 所 示 的 受 控 非 门 和 CMINUS 门 的 关系 . 


- be 
. adm 


图 3.6” 受 控 非 门 和 CMINUS 门 的 关系 
上 图 中 等 号 左边 的 符号 代表 CMINUS 门 


习题 3.11 反 向 符号 传播 . 我 们 定义 如 下 两 个 误差 算 符 , 即 振幅 误差 和 相位 误 
差 : 给 定 一 个 任意 量子 比特 态 | 办 = al0) + Bl), 振幅 误差 实施 变换 
Ip) — la) = G10) + oll), (3.49) 
而 相位 误差 的 效果 是 
tsp) — |p) = 210) ~ 811). (3.50) 
对 于 受 控 非 门 , 请 分 别 讨论 振幅 误差 和 相位 误差 作用 于 控制 量子 比特 以 及 目标 量子 
比特 的 效果 . 特别 是 , 考虑 初 态 
1 
(alo) +81) ® Z (10) + [1))， (3.51) 
并 且 证 明 : 在 实施 受 控 非 门 之 后 , 作用 于 目标 量子 比特 的 相位 误差 ,被 变换 到 控 


制 量子 比特 之 上 . 在 本 章 的 后 面 我 们 将 会 看 到 ， 这 一 反 向 符号 传播 是 一 些 量子 
算法 (如 Deutsch 算法 和 Grover 算法 ) 的 关键 组 成 部 分 . 
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习题 3.12 可 以 证 明 : 4x4 EKER R—-PRERET SA, 而 张 量 积 oi@oj 是 
GRUB RA. 这 里 oo = 1, 01 = az, aa = Oy 03 = Or. 因此 , 所 有 与 双 量 子 比 
特 的 可 观测 量 相关 的 算 符 , 都 可 以 在 该 基 矢 上 展开 . 请 在 计算 基 秋 上 计算 mi @ oj 的 
FEILER IR. | 

习题 3.13 ”计算 算 符 oi @ oj 在 以 下 态 关 量 上 的 期 望 值 ; 

ly) = cl00) + a|01) + 8 |10} + y|11), (3.52) 

其 中 | 内 的 整体 相位 因子 被 选择 使 "是 实数 (a,6 和 7T 仍 可 为 复数 ). 
3.4.1 贝尔 基 矢 


正如 我 们 已 经 证 明 的 , 受 控 非 门 可 以 产生 纠缠 . 特别 地 , 从 计算 基 矢 出 发 , 利用 
图 3.7 所 示 的 线路 图 , 可 以 得 到 如 下 定义 的 所 谓 贝 尔 基 矢 : 


Wt) = 00+), (3.53a) 
\o-) = zz (00) ~|11)), (3.53b) 
lw) = Sa ion) + [10)), (3.53¢) 
WW) = Ge (101) ~ [10)). (3.534) 


这 些 贝尔 基 矢 是 纠缠 的 . 容易 验证 , 该 线路 产生 如 下 变换 : 


100) 一 |+), 01) + 4"), 
110) + |47), 111) + |v). (3.54) 


我 们 注意 到 , 只 要 简单 地 将 图 3.7 中 的 线路 按照 从 右 向 左 的 顺序 运行 , 就 可 以 得 到 其 
WASH. 这 是 因为 , 受 控 非 门 和 Hadamard 门 都 是 自 逆 的 . 其 结果 是 , 每 个 贝尔 基 矢 
都 可 以 被 变换 到 一 个 可 分 离 的 态 . 这 之 所 以 可 能 , 是 因为 我 们 已 经 用 到 了 双 量 子 比 
特 门 . 利用 这 一 点 , 通过 对 计算 基 矢 的 标准 测量 , 就 可 以 确定 在 开始 时 出 现 的 是 4 个 
贝尔 态 中 的 哪 一 个 . 


图 3.7 ”将 计算 基 矢 态 |iaio) 变 换 到 贝尔 态 的 线路 图 
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3.5 通用 量子 门 


线路 模型 在 经 典 计算 中 的 价值 在 于 , 存在 一 组 基本 操作 , 如 与 非 门 和 复制 门 , 人 
们 可 以 利用 它们 进行 任意 复杂 的 计算 . 本 节 我 们 将 证 明 , 量子 计算 也 有 类 似 的 性 质 . 
也 就 是 说 , 在 "个 量子 比特 的 希 尔 伯 特 空间 中 的 任意 么 正 变换 , 都 可 以 被 分 解 成 单 
与 双 量 子 比 特 门 . 下 面 我 们 将 给 出 这 一 重要 结果 的 详细 证 明 , 它 有 助 于 读者 熟悉 量 
子 逻 辑 门 的 运算 . | 

首先 我 们 定义 受 控 U 运 算 . 对 于 作用 于 单 量子 比特 的 任意 么 正 变换 U, 受 控 U 运 
算 意味 着 仅 当 控 制 量子 比特 为 |1) 时 U0 才 作 用 于 目标 量子 比特 ， 


lio) — ix) U” io) (3.55) 


我 们 现在 证 明 , 受 控 U 门 可 以 利用 单 量子 比特 门 和 受 控 非 门 来 实现 . 因为 当 且 仅 当 
一 个 矩阵 的 行 和 列 是 正 交 归 一 的 , 它 才 是 么 正 的 , 任何 2 x 2 的 么 正和 矩阵 可 以 写成 


ei(S—e/2—-8/2) cos 5 —ei(6-a/2+-8/2) sin f 
U = , (3.56) 
ei(S+e/2— 8/2) sin 2 e{5+2/2+8/2) COS 2 
其 中 , 6, a, 6 和 4 是 实 参 数 . 因此 , 可 以 把 U0 分 解 成 : 
U = $(6) R: (a) Ry(0) R2(8) (3.57) 
其 中 ; 
e 0 
(ô) = ， 3.58 
(6) | A ‘l (3.58) 


而 Ry 和 RR 分 别 是 在 方程 (3.33) 和 方程 (3.29) 中 定义 为 、 绕 y 和 z 轴 的 旋转 矩阵 . 事实 
E, 对 于 任意 写成 方程 (3.56) 的 D 矩 阵 , 存在 三 个 么 正 矩 阵 4, BAC: 


A= R,(a) Ry (5) , (3.59a) 
B=R, (-$) Rz (- £) , (3.59b) 
C= r( 5 2) > (3.59c) 


ABC =I 且 60)4ozBorC= 了 (3.60) 
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方程 (3.60) 中 的 第 一 个 等 式 是 平凡 的 , 第 二 个 可 以 很 容易 地 利用 以 下 性 质 来 验证 ， 
即 利 用 o2 = I, os R,(€) os = Ry(—é) UM 有 os R.(£) os = Rz(-6). 

受 控 U 运 算 可 以 按 如 图 3.8 中 所 示 线 路 来 实现 . 事实 上 , 如 果 控 制 量 子 比特 的 值 
为 0, 那么 , 4BC = I 被 作用 于 目标 量子 比特 ; 而 如 果 控 制 量子 比特 的 值 为 1, 那么 ， 
Aos Bor = O(-6) U 就 被 作用 到 目标 量子 比特 . 这 样 , 我 们 离 实 现 受 控 U 变 换 已 
经 不 远 了 , 只 是 当 控 制 量子 比特 的 值 为 1 时 , 出 现 相 因 子 6(-6) = eI. 图 3.8 所 示 
的 线路 中 的 最 后 一 个 逻辑 门 , 拿 走 了 这 个 不 受 欢迎 的 相 因 子 . 该 门 只 是 非 平凡 地 作 
用 于 控制 量子 比特 之 上 , 并 且 具 有 下 面 的 矩阵 表示 : 


10 0 0 
1 0 1.T 0- 010 0 
R(6) 9 I= | @l= = ; 3.61 
©) | H bi WA 00e 0 (3-61) 
00 0 es 


其 中 ,我 们 已 经 按照 2.3 节 中 所 说 明 的 方式 计算 了 矩阵 的 张 量 积 . 该 还 辑 门 与 受 
控 -@(8) 门 等 价 , 因此 , 它 可 以 将 不 受 欢 迎 的 相位 因子 5(-9) 拿 掉 ( 我 们 已 经 看 到 , 这 
个 相位 因子 只 有 当 控 制 量子 比特 为 1 时 才 出 现 ). 这 就 证 明了 , 图 3.8 中 的 线路 实施 受 
控 U 运 算 . 


: baba 


图 3.8 ”实施 受 控 U 门 的 线路 图 


现在 , 我 们 来 考虑 逻辑 门 C*-U. 当 所 有 的 个 控制 量子 比特 都 为 1 时 ， EH HIE 
变换 U 作 用 于 目标 量子 比特 . 我 们 将 证 明 , 这 些 逻 辑 门 可 以 通过 基本 逻辑 门 ， 即 单 量 
子 比 特 门 和 受 控 非 门 来 实现 . 

我 们 特别 感 兴趣 的 是 C2_ 非 门 , 也 称 Toffoli 门 ， 仅 当 两 个 控制 量子 比特 都 为 1 时 ， 
它 将 非 门 作用 于 目标 量子 比特 . Toffoli 门 的 构造 如 图 3.9 所 示 ， 其 中 Y 是 矩阵 


T. | 
ps e 


图 3.9 实施 Toffoli 门 的 线路 图 
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1 0 
“| | (3.62) 


可 以 看 出 V 和 Vi 是 么 正 的 . 从 上 面 的 讨论 可 知 , 受 控 7 和 受 控 TV 运算 可 以 利用 单 量 
子 比 特 门 和 受 控 非 门 来 实现 , 因此 , 这 些 基 本 人 逻辑 门 可 以 是 Toffoli 门 的 构件 . 这 一 结 
果 特 别 重 要 , 理由 如 下 : 

(1) 因为 Toffol 门 在 经 典 计算 中 (参见 第 1 章 ) 是 通用 的 , 所 以 , 以 单 量子 比特 门 
和 受 控 非 门 为 基本 构件 的 量子 线路 可 以 进行 经 虎 计 算 ; 

(2) 与 量子 计算 不 同 的 是 , 在 经 典 计算 中 , 单 比特 和 双 比 特 可 逆 门 不 能 构成 通 
用 门 集合 . 

习题 3.14 ”对 于 任何 2 x 209 % RAMU, 验证 逻辑 门 C2-U 可 以 利用 图 3.10 中 的 
线路 来 模拟 , 其 中 V2 =U. l 


图 3.10 实施 C?-U 门 的 线路 图 


Toffoli 门 对 二 构造 C*-U 门 也 特别 有 用 . 对 于 k = 4 的 情况 , 图 3.11 给 出 了 一 个 实 
施 该 逐 辑 门 的 简单 线路 图 . 它 需 要 k - 1 个 辅助 量子 比特 (工作 间 ), 它们 在 初始 时 被 
置 为 |0) 态 ， 前 面 的 k — 1 个 Toffoi 门 把 最 下 面 的 辅助 量子 比特 变 到 |;), 这 里 ， je 
Pirai oiio. SAR4AAEWET RAD) TST). Wea, 以 最 下 面 
的 辅助 量子 比特 作为 控制 量子 比特 , 它 所 实施 的 受 控 U 运 算 可 以 完成 所 需 的 0*-U 运 
算 . 后 面 的 k — 1 个 Toffoli 门 将 辅助 量子 比特 更 新 成 其 初始 态 |0). 

可 以 证 明 , 不 用 辅助 量子 比特 , 也 可 以 实现 C*-U 运 算 . 这 可 以 通过 推广 图 3.10 中 
所 示 的 线路 而 做 到 (Barenco 等 1995). 但 是 , 为 此 需 付 出 一 定 的 代价 , 即 所 需 的 基本 
Se wee Bok), 而 不 是 线路 图 3.11 中 所 用 的 O(k). 

为 证 明 单 量子 比特 门 和 受 控 非 门 是 通用 的 , 在 最 后 一 步 , 我 们 需要 用 到 下 面 的 
分 解 公式 (Barenco 等 1995): 


27-1 i-i 


i=] j=0 
其 中 , U(" 是 作用 于 n 个 量子 比特 的 2" 维 希 尔 伯 特 空间 的 一 个 么 正 算 符 ， 而 VW 使 得 
态 | 悄 和 | 让 按照 一 个 2 x 2 么 正 矩 阵 进 行 旋转 . 当 作用 于 一 个 一 般 的 态 矢 量 时 , Vy 仅仅 
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非 平庸 地 作用 于 它 在 分 和 | 分 上 的 两 个 分 量 . 在 量子 计算 机 上 实现 Vj 的 基本 思路 是 ， 
将 对 轴 | 全 和 | 分 的 旋转 简化 为 对 一 个 单 量子 比特 的 受 控 旋转 . 为 此 , 我 们 写 出 一 个 连 
接 ; 和 7 的 Gray 码 , 即 一 个 由 二 进 制 数 所 组 成 的 序列 , 它 以 i 为 起 始 , 以 ;为 结尾 , 其 中 
相 邻 的 数 之 间 只 相差 一 个 比特 . 例如 , 对 于 i = 00111010, 7 = 00100111, 一 个 可 能 
的 Gray 但 是 


i=00111010 
00111011 
00111111 (3.64) 
00110111 

j=00100111 


Gray 码 的 每 一 步 都 可 以 通过 一 个 广义 的 C"-:!- 非 门 在 量子 计算 机 上 执行 . 按照 定义 ， 
EEN A SEPT, 当 且 仅 当 n 一 1 个 控制 量子 比特 处 于 一 个 确定 的 态 |in-2 … 
iio) 时 , 才 将 目标 量子 比特 翻转 .与 标准 的 C?-!- 非 门 不 同 的 是 , 态 lin- trio) AR 
对 应 于 |1..…1， 比如, 考虑 Gray 码 (3.64) 的 第 一 步 , 把 i = 00111010 Æi = 
00111011, 它 可 以 在 量子 计算 机 上 通过 一 个 将 态 | 分 和 | 进行 交换 的 逻辑 门 来 实现 . 
具体 而 言 , 一 个 广义 C7- 非 门 可 以 完成 这 个 任务 , 即 仅 当 前 7 个 量子 比特 为 |0011101) 
时 , 才 将 最 后 一 个 量子 比特 的 态 翻 转 ， 


e 
° 
= |—@ . 
| | e e 一 十 一 
u}— | | + | 
[o> 由 $ ep w 


|0) anu" wane I0> 


图 3.11 实施 C4-U 门 的 线路 图 


Gray 码 (3.64) 的 倒数 第 2 行 与 最 后 一 行 的 只 差 一 个 比特 ， 因此 , 矩阵 VW; 现在 可 
以 通过 一 个 对 于 相应 的 量子 比特 的 旋转 来 实现 , 该 旋转 受 控 于 其 他 的 量子 比特 . 最 
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后 , 可 以 有 反 过 来 执行 上 述 程序 , 以 消除 置换 的 效果 . 这 样 , 当 整 个 过 程 结束 时 , 我 们 只 
EX |i) ASA) 态 进 行 了 操作 , 而 未 改变 其 他 的 态 . 图 3.12 中 给 出 了 对 |i) Ally) 态 实 
HERV; 旋转 的 量子 线路 . 该 线路 的 作用 可 以 概述 如 下 ; 为 了 对 两 个 一 般 的 态 |i) 
Ally) 实施 旋转 Vij, 我 们 进行 一 系列 的 态 置 换 (|i) = |00111010) 一 ji) = |00111011) 
等 等 ), 一 直到 最 后 的 态 (lit) = |00110111)) 与 19) 仅仅 相差 一 个 比特 为 止 . 然后 , 在 
Alio Ally) 上 做 旋转 Vi;. BUS, 消除 置换 的 效应 , EAS ig) BEE. 

这 样 , 我 们 就 证 明了 , 单 量子 比特 门 训 上 双 量 子 比特 的 受 控 非 门 是 量子 计算 的 
通用 门 . 让 我 们 回忆 一 焉 证明 的 主要 步骤 : 

(1) 对 于 单 量 子 比 特 的 任意 旋转 U， 受 控 U 门 运算 可 以 被 分 解 成 单 量子 比特 门 
和 和 受 控 非 门 . 

(2) C2- 非 门 (Toffoii 门 ) 可 以 利用 受 控 非 门 、 受 控 U 门 和 Hadamard 门 来 实施 . 

(3) 任何 C*-U 门 (x > 2) 都 可 以 被 分 解 成 Toffoi 门 和 受 控 0 门 . 

(4) 一 个 作用 于 n 个 量子 比特 的 希 尔 伯 特 空间 的 普通 么 正和 矩阵 Ut™, 可 以 用 C*- 
U0 门 来 分 解 . 

习题 3.15 GE: 一 个 广义 的 C"-!- 非 门 , 可 以 通过 标准 C"-!- 非 门 加 上 单 量子 
比特 门 来 实现 . 


OO O 一 O 


= 


b 
O- 
pi | Å. -个 
图 3.12 “实施 (3.6 和 中 对 态 | 办 和 | 作 的 旋转 V5 的 线路 图 
该 线路 用 了 6 个 广义 C7- 非 门 和 一 个 广义 C7-Viy 门 . 空心 和 实心 园 分 别 代 表 当 控制 量子 比特 的 值 分 别 


为 9 和 1 时 对 目标 量子 比特 的 非 或 旋转 Vi 运算 . 注意 , 榨 制 量子 比特 可 以 在 目标 量子 比特 的 上 面 , 也 可 以 在 其 
下 面 
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实施 式 (3.63) 中 的 分 解 , 所 需要 的 基本 逻辑 门 的 数目 是 DO(n24"), 这 是 因为 , 在 该 
乘积 中 有 O(2" x 2" = 4") 个 V 项 , 而 每 一 项 需要 O(n?) 个 基本 人 逻辑 门 . 事实 上 , 除了 
一 个 0"™-1-Vij 门 外 , 每 一 个 V 项 最 多 包含 2n 个 置换 (Gray 码 的 元 素 加 上 其 反 转 ). 假 
如 拥有 n 一 1 个 可 供 支配 的 辅助 量子 比特 的 话 , (每 次 可 以 刷新 和 再 利用 ), 那么 每 个 
受 控 运算 需要 O(n) 个 基本 逻辑 门 . 

我 们 要 强调 , 上 面 描述 的 分 解 方法 一 般 而 言 效率 并 不 高 , 因为 它 所 需要 的 基本 
运算 的 数目 随 量子 比特 的 数目 呈 指 数 增加 . 也 容易 看 出 , 因为 U 由 O(4") 个 实 参 数 决 
E, 为 了 执行 一 个 一 般 的 、 包含 n 个 量子 比特 的 么 正 变换 U, 所 需 的 基本 逻辑 门 的 数 
目 随 n 旦 指数 增加 . 量子 计算 中 的 一 个 基本 而 仍 悬 而 未 决 的 问题 是 , 对 于 哪 一 类 特 
殊 的 么 正 变换 , 在 用 量子 线路 模型 来 计算 时 , 所 需 的 基本 逻辑 门 数 可 以 按 多 项 式 规 
律 增加 . 

有 趣 的 是 , 可 以 用 另 一 种 方法 将 一 个 一 般 的 2* x 2" 的 么 正和 矩阵 分 解 成 一 系列 
的 基本 运算 (Tucci, 1999). 该 方法 利用 了 CS 分 解 (C 和 8 分 别 代表 余弦 和 正弦 )， 给 定 
一 个 N x N 的 乏 正 秆 阵 U, 其 中 N 是 偶数 , CS 分 解 定理 告诉 我 们 , U 总 可 以 写成 


ol (3.65) 
0 L 0 Ri 
其 中 , PME Lo, Li, RoO 和 Ri 是 (N/2) x (N/D ZEEE, 而 
D= É 如 | . (3.66) 
Dg De 


其 中 , Do ADs EAA WER Bik fA E p HO a: 


De = diag(cos $1, cos 2, `> , COS én/2) ) 


Dg = diag(sin ¢1, sin ¢2,--- ,sindny2)- (3.67) 
方程 (3.65) 给 出 
_ LoDcRo —LoDski l (3.68) 
LiDsRo InDcRi 


如 果 N = 2n, 其 中 "是 量子 比特 的 数目 , 则 上 面 的 分 解 可 以 一 直 重复 ， 得 到 愈 来 愈 小 
的 矩阵 . 这 样 , 可 以 将 UU 化 成 一 系列 的 基本 运算 . 注意 ， 这 种 分 解 一 般 来 讲 效 率 不 高 ， 
因为 最 终 它 将 生成 0(2") 个 ( 受 控 )2 x 2 矩阵 . 

做 为 一 个 简单 例子 , 我 们 考虑 一 个 4 x 4 么 正和 矩阵 对 于 这 一 特殊 情况 ， 图 
3.13 给 出 了 实施 方程 (3.65) 的 量子 线路 . 习题 3.16 讨 论 了 一 个 将 矩阵 分解 成 基本 
逻辑 门 的 方案 . 
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习题 3.16 证明: 对 于 一 个 4 x 4D, 图 3.14 中 的 量子 线路 实施 了 么 正 算 
阵 (3.66). 

最 后 , 我 们 要 注意 , 这 里 所 介绍 的 基本 逻辑 门 的 集合 是 连续 的 , 这 一 点 与 经 典 
计算 不 同 . 这 些 逻 辑 门 包括 受 控 非 门 、Hadamard 门 和 单 量 子 比特 相 移 门 R.(6)， 因 
为 5 是 实 的 , 相 移 门 构成 了 一 个 连续 集合 . 我 们 很 容易 使 自己 相信 , 基本 逻辑 门 的 集 
合 必须 是 连续 的 , 因为 "个 量子 比特 的 希 尔 伯 特 空间 中 的 么 正 变换 集 是 连续 的 . 不 
过 , 任何 一 个 这 种 变换 , 总 可 以 用 一 组 离散 的 量子 逻辑 门 来 近似 , 并 且 可 以 达到 任 
意 高 的 精度 e. 比如 说 , 利用 Hadamard 门 , R() 门 和 受 控 非 门 即 可 做 到 这 一 点 . 事 
E, 可 以 证 明 , 利用 这 一 集合 中 的 前 两 种 门 , 通过 O(log (1/e)) 步 , 可 以 以 精度 e 近 
似 做 到 任意 单 量 子 比 特 旋 转 , 这 里 常数 c ~ 2 (Nielsen 和 Chuang (2000)). 在 任何 情 
ATF, 不 管 选用 的 基本 逻辑 门 是 离散 的 还 是 连续 的 , 利用 一 个 具有 有 限 资 源 的 计算 
机 , 对 一 个 一 般 的 单 量子 比特 的 旋转 , 都 只 能 进行 有 限 精度 的 模拟 . 例如 , 为 了 准确 
无 误 地 确定 相 移 门 R.(5) 中 的 实 参 数 5, 我 们 需要 无 限 多 的 资源 . 这 就 很 自然 地 提出 
了 不 完善 的 么 正 运算 所 带 来 的 量子 计算 的 稳定 性 这 一 问题 , 对 于 这 一 点 , 将 在 3.6 节 
中 讨论 . 


图 3.14 ”实施 方程 (3.66) 中 的 矩阵 DD 的 量子 线路 图 
旋转 矩阵 忌 , (9;) 由 方程 (3.33) 给 出 


3.5.1* ” 初 态 制 备 


本 节 我 们 讨论 如 何 制备 量子 计算 机 的 一 般 的 态 . 我 们 将 发 现 , 一 般 而 言 , 制备 
量子 态 所 需要 的 逻辑 门 的 数目 随 着 量子 比特 的 数目 呈 指 数 式 增加 , 因此 , 不 可 能 是 
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有 效 的 . 假设 量子 计算 机 开始 时 处 于 其 基准 态 |0), 而 我 们 希望 制备 态 


7 . 
Iw) = So ails), (3.69) 
i=0 
其 中 , 为 简明 起 见 , 我 们 考虑 量子 比特 数 n = 3 的 特殊 情况 . 
我 们 先 来 设置 振幅 |ai| (ai = |aijei™). 容易 验证 , 为 实现 这 一 目的 , 可 以 将 线路 
图 3.15 实 施 于 态 |000). 事实 上 , 该 图 的 第 一 个 逻辑 门 (Ry (一 291))? 把 态 |000) 变 成 


(cosb |0} + sin 81 |1))|00). (3.70) 


图 3.15 ” 设 定 一 个 一 般 的 三 量子 比特 态 的 振幅 的 线路 图 
符号 9; 代 表 由 方程 (3.33) 定 义 的 旋转 矩阵 RR, (一 20;) 


然后 , 两 个 广义 逻辑 门 C-R 把 它 变 成 


(cos 6; cos 62|00) + cos 01 sin 2|01) 


+ sin 6; cos 03|10) + sin 6 sin @3|11))|0) . (3.71) 
最 后 , 4 个 广义 逻辑 门 C2?- 尼 产生 态 


cos 01 cos 82 cos 64 |000) + cos 6; cos 6 sin 04 |001) 

+ cos 01 sin to cos 65 |010) + cos O01 sin 4 sin 05 |011) 

+ sin gl cos 03 cos 06 |100) + sin 1 cos gs sin g6 |101) 

+ sin 6, sin Qs cos 67 |110) + sin 9, sin 63 sin 87 |111} . (3.72) 


D 提醒 : BAR, 由 方程 (3.33) 定 义 , 而 Ry( 一 20) 对 应 于 一 个 在 Bloch 球 面 上 绕 y 轴 作 26 角 度 的 逆 时 针 旗 
转 . 
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只 要 按照 以 下 方式 选取 角度 9, 上 面 的 态 就 可 以 重 现 式 (3.69) 中 的 振幅 Jai|: 

lao] = cos cosĝ2 cosa, |ai| = cos 01 cosO sin gs, 

lazs| = cos; sin fz coss, las| = cos01 sin 6z sin 05 ， 

laa| = sin 6, cosbacosb6 ， las| = sing cos Os sin Oe, 


lae| = sin ĝ; sin fs cos07, lar| = sin Oi sin Os sin Oy. (3.73) 


这 样 , 角度 9; 由 振幅 |a;| 来 确定 , 其 范围 为 [0， 5l 

要 注意 , 图 3.15 中 的 线路 需要 2" —1 = 7 个 绕 y 轴 的 、( 受 控 ) 单 量子 比特 旋转 . 
这 与 以 下 事实 相 一 致 : 因为 有 归 一 化 条 件 , 所 以 , 对 于 2" 个 波 盟 数 的 振幅 , 自由 度数 
为 27 — 1. 

现在 来 确定 相位 ~y;. 为 此 , 我 们 需要 作 一 个 么 正 变换 Up. 在 计算 基 矢 {|000), |001), 
|010), |011), |100}, |101),|110), 1111)} 上 , Up 的 矩阵 表示 是 对 角 的 


Up=diagle ,er,er,e ees, e7, e77]. (3.74) 


容易 验证 , 图 3.16 给 出 了 一 个 构造 UD 的 具体 方案 , 其 中 用 到 2"/2 个 受 控 运算 . 在 这 
些 运算 中 , i 是 一 个 单 量子 比特 门 , 它 在 计算 基 矢 {|0), 11)} 上 的 矩阵 表示 是 
el V2k 0 
Ik = | 0 vou (3.75) 
我 们 需要 2” /2- 4B, 其 中 ,的 取 值 从 0 到 2”/2 一 1， 从 图 3.16 中 可 以 看 出 , 只 
有 在 前 两 个 量子 比特 处 于 态 |00) 时 , oA MRE, 因此 , 它 给 基 矢 |000) 和 |001) 分 别 
设 定 了 相位 eire Fle. 类似 地 ， 仅 在 前 两 个 量子 比特 处 于 |01) 态 时 ， T; 给 基 矢 |010) 
和 |011) 分 别 设 定 相 位 em 和 eims, 并 以 此 类 推 . 
尽管 一 般 而 言 , 与 经 典 计算 类 似 , 量子 计算 机 的 态 的 制备 所 需要 的 运算 数目 也 
是 呈 指 数 式 增长 的 , 但 是 , 在 内 存 的 需求 量 方面 , 量子 计算 机 具有 指数 式 的 优势 : 装 
载 于 "个 量子 比特 的 一 个 波 矢 由 2" 个 复数 (其 在 计算 基 矢 上 的 展开 系数 ) 来 确定 . 然 
而 , 经 典 计 算 机 则 需要 用 O(2") 个 比特 来 装载 2" 个 复数 , 更 准确 地 讲 , 我 们 需要 m x 
2" 个 比特 , 其 中 , m 是 为 了 存储 一 个 给 定 精度 的 复数 所 需 的 比特 数目 . 量子 计算 机 
的 巨大 存储 能 力 是 很 显然 的 , 因为 它 只 需要 n 个 量子 比特 . 
特别 请 注意 , 在 某 些 特殊 情况 下 , 可 以 有 效 地 制备 一 个 给 定 的 波 函 数 . 我 们 称 
量子 计算 机 中 的 一 个 运算 可 以 有 效 实施 , 是 指 该 运算 所 需 的 基本 浴 辑 门 的 数目 与 量 
子 比特 的 数目 是 多 项 式 关系 . 例如 , 为 了 得 到 所 有 计算 基 矢 的 等 权 释 加 态 


2°-1 


v= > mel), (3.76) 


i=0 


可 以 将 mn 个 Hadamard 门 (一 个 量子 比特 用 一 个 ) 应 用 到 态 |0) 上 
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图 3.16 设置 一 个 普通 的 3 量子 比特 态 的 相位 的 线路 图 


3.6 AIRE 
任何 量子 计算 都 是 将 一 系列 的 量子 门 应 用 到 菜 个 初 态 
In) = I] U: bo), (3.77) 
因为 么 正 运算 形成 一 个 连续 集 , 所 以 , 任何 实际 运作 都 会 涉及 某 些 误差. 我 们 暂时 
假设 误差 是 么 正 的 . 与 环境 的 不 可 避免 的 耦合 , 会 造成 非 么 正 误差, 对 此 的 讨论 将 


推迟 到 第 6 章 . ABAUN IER AV. 我 们 记 |wi) 为 经 过 i 步 之 后 所 希望 得 
到 的 理想 态 | 


(wi) = Ui Iwi-1). (3.78) 
在 实际 操作 中 , 我 们 实际 上 实施 的 是 Vi, 并 且 得 到 
Vi li-1) = Wò + |B) (3.79) 
其 中 
|E} = (Vi ~ Ui) |i-1). (3.80) 


如 果 用 |wi) 表 示 通 过 i 个 不 完善 的 么 正 变换 所 得 到 的 量子 计算 机 波 函 数 , 那么 有 


lei) = (di) + |E), 
bo) = Vali) = |e) + |B2) + V2|E1), (3.81) 


等 等 . 因此 , 经 过 nz 次 选 代 之 后 , 有 


Yn) 一 ln) + |En) + Vn|En-1) 
+V, Va-1 |En-2) + B ‘+ Va Va~1 vee Vo |E) - (3.82) 
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在 最 坏 的 情况 下 , 误差 呈 线 性 累加 . 作为 三 角 不 等 式 的 简单 推论 , 这 给 出 以 下 误差 
范围 : 
ln? — Indl] < MEn] + lEn- + + dy, (3.83) 


其 中 , 我 们 已 经 用 到 了 时 间 演 化 是 么 正 的 这 一 假设 ， 
[V |Z) |] = Bea) I]. (3.84) 
R225 B,) OL OB: 
E] = | — Ws) ea) < Vi = Uillou + (3.85) 


其 中 , Vi — Vill RARE: — UA LR, 也 就 是 其 本 征 值 的 模 的 最 大 值 . 假设 每 一 
步 误差 都 是 一 致 有 界 的 
[v — Url 


通过 应 用 n 次 不 完善 的 运算 , 有 
(gn) — [tn){| < ne. (3.87) 


因此 , 么 正 误差 的 累积 最 多 随 量子 计算 的 长 度 呈 线 性 增加 ， 当 系统 的 所 有 误差 都 按 
同一 方式 发 生 时 , 这 种 线性 增长 才 会 发 生 . 对 于 在 各 个 方向 上 随机 发 生 的 随机 误差 ， 
增加 为 Ya 式 的 . 

我 们 要 指出 , 如果 一 _ 次 量子 计算 需要 用 到 nm 个 基本 逻辑 门 ( 单 量子 比特 门 和 受 
控 非 门 ), BBA, 我 们 可 以 利用 Onloge(M(e/m)) 个 在 3， 5 节 介 绍 的 离散 逻辑 门 以 精 
度 c 近 似 实现 (用 Hadamard 门 , #11 R.(— =) AI 受 控 非 门 ). 事实 上 , 在 3.5 节 我 们 已 经 
讲 过 , 任何 单 量 子 比 特 旋转 ， 都 可 以 用 O(log.(1/(e/n))) 个 离散 的 逻辑 门 以 精度 e/n 来 
近似 实现 , 其 误差 上 限 由 方程 (3.87) 给 出 . 这 意味 着 , 我 们 只 要 使 得 逻辑 门 的 精度 随 
量子 计算 的 长 度 n 线 性 提高 就 足够 了 . 

将 量子 计算 机 的 波 函 数 的 精度 ， 即 | eben) — (abn) |, 与 量子 计算 的 结果 的 精度 联 
系 起 来 是 很 重要 的 ， 量子 计算 都 是 以 一 个 在 计算 基 矢 上 的 投影 测量 来 结束 的 ， 其 
输出 结果 为 的 概率 为 p; = |(ilwn)|?， 如 果 存 在 么 正 误差 , 则 真实 的 概率 变 成 5: = 
Milpa). 可 以 证 明 3 |p: — Bi] < 2) ln) — \vn)|| (Preskill, 1998). 

最 后 ， 我 们 注意 到 ,利用 本 节 所 给 出 的 论据 , 并 不 足以 确定 误差 随 量 子 计算 机 的 
比特 数目 变化 的 方式 . 


(3.86) 


sup < 


3.7 函数 赋值 
经 典 计算 机 的 基本 任务 是 为 二 进 制 (逻辑 ) 函 数 赋值 , 即 对 "比特 的 输入 给 出 一 
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个 比特 的 输出 


f : {0,1}" > {0,1}. (3.88) 


也 就 是 说 ，f 读 入 一 个 二 进位 数字 分 别 是 zi-_1,… :zz 的 输入 (zh 21, Zo); 
给 出 一 个 为 0 或 1 的 输出 f(zn-1,… ,zx1, x0)， 计算机 可 以 通过 组 合 这 类 二 进 制 函 数 
来 计算 任何 复杂 的 函数 ( 见 第 1 章 ). 本 节 我 们 讨论 量子 计算 机 是 如 何 计算 这 些 函 数 
的 . 

首先 , 我 们 讨论 mn = 2 比特 的 二 进 制 函数 . 表 3.1 列 出 了 所 有 可 能 的 22 = 16 个 
WSR RL. RRA AR TY. 例如 , f(z ro) = z1 人 zo (人 表示 逻辑 与 门 ) 对 
于 3 个 不 同 的 输入 都 等 于 零 . 我 们 在 第 1 章 中 已 经 看 到 , 可 逆 计 算 机 如 果 再 加 上 上 一 个 
辅助 比特 , 就 可 以 计算 这 些 函 数 . 在 量子 计算 机 上 使 用 一 个 辅助 量子 比特 |y) 来 计算 
函数 /的 么 正 变换 是 


Us|2n-1; Zn 一 2， n , Z0)|2) 
= |En—1, Zn 一 2， ote , To)| yD f(in-1, Dy—2,°°" , T0)) (3.89) 
在 这 个 变换 中 , 对 于 一 个 特定 的 输出 , 输入 是 唯一 的 . 


习题 3.17 证 明 : 变换 (3.89) 是 么 正 的 . 
图 3.17 中 的 量子 线路 , 给 出 了 构造 表 3.1 中 的 二 进 制 函数 的 一 个 县 体 方法 . 因为 


FEEF 


一 一 一 一 全 一 oe 


ao i 
图 3.17 “实现 2 比特 二 进 制 函数 的 量子 线路 


在 每 一 个 线路 中 ， 从 上 到 下 的 3 条 线 分 别 表示 最 重要 的 、 次 重要 的 和 辅助 量子 比特 . 输入 为 态 |0). 上面 的 4 个 
图 , 从 左 到 右 分 别 是 所 = zi Ato, fa = £, AZo, fa = Zi Axo, fa =H1 Ato; 下 面 的 4 个 , 从 左 到 右 分 别 


是 f6 = 21 @20, fa = x1, fs = T0 和 fo =0 


第 3 章 量子 计算 103 


fi5-i = 所 ( 式 中 一 横 表 示 非 ), 只 要 简单 地 将 一 个 非 门 (cz) 作用 到 辅助 量子 比特 上 ， 
就 可 以 从 所 5_; 得 到 fi;. 因此 ,这 里 我 们 只 给 岂 了 8 个 函数 . 应 该 注意 , 函数 f6 = zi@zo 
可 以 由 一 个 受 控 非 门 的 反 转 来 实现 , 并 不 需要 任何 辅助 量子 比特 . fs = a Al fs = 
zo 分 别 对 应 于 输入 比特 的 一 个 值 , 类 似 地 , 也 不 需要 辅助 量子 比特 ; 而 和 = 0 是 一 
个 完全 简 并 的 常数 函数 . 


表 3.1 2 比特 逻辑 函数 


ww -一 
a. to fo fi fo fs fa f foe fr fs fo fio fu fra fis fia fis 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 


1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 
0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 


现在 我 们 来 考虑 一 个 其 输入 比特 的 数目 为 n 的 二 进 制 函数 . 如 在 第 1 章 中 所 见 ， 
表达 一 个 二 进 制 函数 A(z) (£ = (zw bzn -za 2120)) 的 方法 之 一 , 是 考虑 它 的 小 
项 函数 . 对 于 每 一 个 满足 fz) = 1 的 zx, 可 以 定义 一 个 小 项 函数 天") (2), 


yee ne 如 果 z =), 
f(x) = H 如 果 2 Zo. (3.90) 
函数 f(x) 可 以 写成 

F(a) = FO (a) v Pæ) VY f(z), (3.91) 


即 f 是 所 有 m(0 < m < 如 ) 个 小 项 的 逻辑 YV( 或 )， 注 意 , 在 方程 (3.91), 对 于 每 一 
个 z 值 , 为 使 得 f(z) = 1, 我 们 只 要 有 一 个 相应 的 小 项 为 1 即 可 . 为 了 求 1(z)， 计算 小 
项 就 足够 了 . 

在 量子 计算 机 中 , 一 个 小 项 可 以 通过 一 个 广义 C"- 非 门 来 执行 . 值得 注意 的 是 ， 
对 于 一 个 普通 的 无 结构 函数 , 小 项 的 数目 m 随 n 旦 指数 式 增长 , 并 且 我 们 无 法 有 效 地 
计算 六 也 就 是 说 , 小 项 的 数目 不 可 能 与 基本 逮 辑 门 的 数目 旺 多 项 式 关 系 . 

现在 , 我 们 给 出 一 个 函数 赋值 的 例子 即 对 由 真 值 表 3.2 定 义 的 二 进 制 函数 f(x2， 
a1, 70) WA. 这 里 有 3 个 小 项 : 2) = (0,0,1), 2 = (1,0, 0)4i2 = (1,0,1). 图 
3.18 给 出 了 对 函数 /赋值 的 量子 线路 .在 这 个 线路 中 , 每 个 广 义 C3- 非 门 对 应 于 一 个 
小 项 . 因为 小 项 zc@) 和 z(3) 的 唯一 差别 在 于 其 第 三 个 比特 的 值 zo, 所 以 ， 可 以 简化 图 
3.18 中 的 线路 , 只 用 一 个 由 zz 和 zi 控制 的 广义 C?- 非 门 , 而 不 是 由 2x2， 1 和 zo 控制 的 
两 个 广义 03- 非 门 . 这 反 上 映 了 逻辑 恒定 式 zo + o = 1. 要 指出 的 是 , 最 优化 线路 设计 
是 计算 科学 中 的 一 个 基本 问题 . 文献 (Lee 等 1999) 给 出 了 量子 逻辑 线路 的 简化 规则 . 

我 们 再 考虑 另 一 个 例子 , 对 于 一 个 2 量子 比特 的 输入 ， 计算 函数 z?. 一 般 而 言 ， 


ee 


如 果 要 用 n = log, N 个 量子 比特 来 储存 一 个 整数 z e [1, N], 那么 , 储存 z” e [1， N23] 就 


104 量子 计算 与 量子 信息 原理 ”第 一 卷 : 基本 概念 


需要 2n = log;V2 个 量子 比特 . 因此 , 对 于 ”= 2 的 情况 , 我 们 需要 2n = 4 个 量子 比特 
来 储存 输出 . 这 对 应 于 4 个 二 进 制 函数 值 , 它们 可 以 利用 4 个 辅助 量子 比特 而 可 逆 地 
求 得 . 表 3.3 是 该 二 进 制 函数 z? 的 真 值 表 , 相应 的 量子 线路 则 在 图 3.19 中 给 出 . 要 注 
意 的 是 , 在 这 个 线路 中 , 有 一 个 辅助 量子 比特 从 没有 被 处 理 过 ,因为 它 给 出 二 进 制 常 
PR fo = 0. 


表 3.2 二进制 函数 真 值 表 的 一 个 例子 


T2 Ti zo f 
0 0 0 0 
0 1 1 
0 1 0 0 
0 1 1 0 
工 0 0 1 
1 0 1 1 
1 1 0 0 
1 1 1 0 


图 3.18 SRE MAC ee TAR 
Fahd OR BUN, 而 右边 是 简化 的 线路 图 . 4 个 量子 比特 的 输入 (从 上 到 下 ) 是 lza), |z1), lzo) M0) 


表 3.3 ”输入 为 2 个 比特 的 函数 f(z) = c HAR 


2 


mm = = 一 一 一 
0 0 0 0 0000 
0 1 1 1 0001 
1 0 2 4 0100 
1 1 3 9 1001 


最 后 , 要 强调 的 是 , 计算 基 矢 态 的 数目 随 量 子 比特 数 呈 指数 式 增加 ， 而 我 们 有 
时 会 处 理由 计算 基 矢 态 肥 加 而 成 的 态 . 我 们 之 所 以 对 量子 函数 赋值 上 兴趣 , 原因 之 
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一 在 于 它 对 这 种 态 的 作用 会 给 出 有 趣 的 结果 . 事实 上 , 由 量子 力学 的 线性 性 质 得 知 


2 一 1 2m 一】 
Uy X. cz 他 从 = D> colz)ly ® f(z)), (3.92) 
gz=1 二 1 


它 运行 一 次 , 就 对 所 有 4 生 成 f(x). 例如 , 如果 我 们 考虑 本 数 f(z) = 和 输入 
5 (10) + p1) + 12) + 18)) 0), (3.98) 
图 3.19 中 的 线路 运行 一 次 , 可 得 到 下 列 输出 : 
5 (1010) + 12311) + [2!4) + 13)19)) - (3.94) 


这 样 , 对 于 zx = 0, 1, 2 和 3, 我 们 并 行 地 计算 了 f(z) = 27. 这 种 效果 远 远 超出 了 经 典 
计算 机 的 能 力 范围 . 经 典 计算 机 运算 一 次 , 只 能 接收 一 个 给 定 的 z 值 作为 输入 , 而 不 
能 把 许多 x 值 的 释 加 作为 输入 . 量子 计算 机 的 这 一 独特 性 质 , 被 称 为 量子 并 行 性 . 


7] B 7 
Lg— ~ —-6— 
— | | 1 
p-e -8 


图 3.19 “实现 输入 为 mn = 2 个 比特 的 函数 f(z) = xz2 的 量子 线路 
左边 把 1 分 解 成 小 项 , 右边 是 简化 的 线路 图 . 最 上 面 的 两 条 线 表示 输入 =， 下 面 的 4 条 线 是 辅助 量子 比特 , 它们 
的 输入 态 为 |0000), 其 输出 为 z? 


然而 , 从 要 加 态 (3.92) 中 提取 有 用 信息 , 并 非 易 事 . 问题 在 于 ， 从 某 种 意义 上 讲 ， 
信息 是 隐藏 着 的 . 如 果 人 们 对 第 1 个 寄存 器 在 其 计算 基 矢 上 进行 投影 测量 并 得 到 
Ber’, 其 后 , 对 于 第 2 个 寄存 器 的 测量 将 必然 得 到 输出 f(z )( 这 里 ， 投影 测量 意味 着 
对 该 寄存 器 中 的 所 有 量子 比特 、 测 量 其 沿 z 轴 的 极 化 ). 例如 ， 如 果 我 们 对 (3.94) 中 所 
描述 的 系统 测量 其 第 一 个 寄存 器 , 那么 , 会 以 相同 的 概率 po = pi = p = pa = 3 得 
到 4 种 可 能 输出 0, 1, 2, 3 中 的 一 个 . 假如 输出 是 > = 2, 那么 量子 态 (3.94) 就 志 缩 到 
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AS|2)|4). 于 是 , 对 第 ?2 个 寄存 器 的 测量 必然 得 到 (zx') = 4. 这 样 , 我 们 最 后 其 实 计算 
的 是 单一 z 值 的 函数 f(x), 这 与 经 典 计算 机 完全 一 样 . 不 过 , 在 接 下 来 的 几 节 里 , 我 
们 要 来 讨论 量子 算法 , 这 些 算法 可 以 利用 量子 相 于 性 从 琶 加 态 (3.92) 中 有 效 地 提取 
信息 , 而 非 仅仅 计算 函数 f 的 某 个 数值 . 


3.8 量子 加 法 器 


与 经 典 计算 类 似 , 重要 的 是 能 够 构造 执行 基本 运算 的 量子 线路 . Vedral 等 (1996) 
的 书 中 给 出 了 一 些 构造 这 类 线路 的 方法 , 包括 简单 加 法 、 模 加 法 (modular addition) 
以 及 模式 求 寡 (modular exponentiation). 这 里 , 我 们 只 讨论 两 个 n 比 特 整 数 a 和 2 的 简 
单 加 法 (在 二 进 制 表 示 中 , a = an_12”-! 十 aa22-2 十 ,十 ao 三 an_lan_2…ao0, 类 
似 地 ,5 = ba-ba-e bo)， 我们 可 以 按照 3.7 节 的 方法 , 利用 ”+ 1 个 辅助 量子 比特 ， 
进行 可 逆 计 算 

ja, b,0) — |a,b,a+ b). (3.95) 
我 们 有 一 个 2n 个 量子 比特 的 输入 (编码 ac 和 中, MA T Sa HH , 输出 ac+1 需 要 n+1 个 
比特 来 编码 , 这 样 , 我 们 必须 对 2n 个 比特 的 输入 计算 n + 1 个 比特 的 二 进 制 函数 . 然 
m, 这 一 计算 方法 并 不 方便 . 更 方便 的 是 逐个 比特 地 计算 下 面 的 式 子 : 


la, b) — |a, a + b} - (3.96) 


因为 输入 可 以 利用 输出 重 构 , 该 计算 是 可 道 的 . 

求 和 运算 一 般 从 最 不 重要 的 量子 比特 开始 , 这 也 是 在 经 典 加 法 计算 中 的 习惯 
做 法 ， 对 于 第 ;个 量子 比特 , 给 定 ai, 和 进位 ci, 我 们 需要 计算 和 si = a; © bi © ci, 
以 及 新 的 进位 ci 因此 , 我 们 需要 计算 两 个 输入 为 3 比特 的 二 进 制 函 数 , 其 中 一 个 
叫做 SUM, 它 计算 si, 另 一 个 叫做 CARRY, 计算 csr 表 3.4 给 出 相应 的 真 值 表 . K 
数 SUM(ai, bi, ci) 为 

si = u Ph Dc, (3.97) 


容易 验证 , CARRY (ai, bi; ci) 2 

Ci41 = (ai A b;) V (ci A a;) V {ci 人 bi) ， (3.98) 
这 样 ， 当 输 入 比特 ai，bi， ci 中 至 少 有 两 个 为 一 时 ， C41 = 1. 函数 SUM 可 以 用 两 个 受 
控 非 门 直接 从 表达 式 (3.97) 计 算 . 函数 CARRY 则 不 同 ， 涉及 两 个 不 可 首座 辑 函 数 (与 ， 
或 ), 所 以 需要 一 个 辅助 量子 比特 . 图 3.20 给 出 实现 SUM 和 CARRY 的 量子 线路 . 


实现 SUM 和 CARRY 的 线路 ， 是 实现 如 图 3.21 所 示 的 简单 加 法 器 线路 的 基本 构 
件 , 后 者 可 以 用 来 计算 atb. 我 们 需要 3 个 寄存 器 : 第 1 个 有 n 个 量子 比特 , 其 输入 和 输 
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出 都 是 lc -lian 2，… ;91; a0) ;第 2 个 有 n+1 个 量子 比特 , 其 输入 为 |0, bw_1,bn_2,:…， 
bi, bo), 输出 为 la 二 b)n, (a + b)n—1, (a 十 是 n_2,… (a + b)i, (a + b)o); 第 3 个 由 "个 
量子 比特 组 成 , 初始 态 为 |0), 被 用 来 记录 进位 ,并 在 结束 时 重 置 |0)， 线 路 中 的 最 
初 nm 个 CARRY, 每 个 都 将 jc 9i,0i,0) 变 成 |ci, ai ai © bi can) 最 后 的 进位 给 出 求 和 
结果 中 的 最 重要 数字 , Matb). 然后 , 用 一 个 单一 受 控 非 门 把 (aw_1, an_1@bn-.1) 变 
成 (an_1, bn—1), 再 用 一 次 SUM 操 作 把 (ci,_1,an-_1 bn-1) 变 成 (cn-1,an-1 (a + b)n-1). 
之 后 , 我 们 执行 n - 1 次 CARRY 和 SUM. 其 结果 , 对 于 每 个 量子 比特 i 都 进行 了 求 
和 ai + ba 而 每 个 辅助 量子 比特 都 恢复 到 其 初 态 I0). 后 一 点 很 重要 , 因为 这 样 我 们 
就 可 以 再 次 利用 这 些 辅 助 量子 比特 做 其 他 计算 . 


表 3.4 “函数 SUM 和 CARRY 的 真 值 表 


ĉi ai bi Si Cit1 
0 0 0 0 0 
0 0 1 1 0 
0 1 0 1 0 
Q 1 1 Q 1 
1 0 0 1 0 
1 0 1 0 1 
1 1 0 0 1 
1 1 1 1 1 
le> ]c > 
S _ ja) ja> 
a> |s > 
(a) 
je> ja>) 
\a,> ja) 
ja> |a hy) 
|o> |< > 
(b) 


图 3.20 ”实现 函数 9UM(a) 和 CARRY (b) 的 量子 线路 图 


[En 一 一 一 一 一 一 
|a,-2> | 
|Bn.2 k 
{€n1=0? 
ob 一 一 |s 
[b> 7T => 一 C ps 一 - - — ~- - 
b =0 


图 3.21 “实现 两 个 rm 比特 整数 w 和 2 的 加 法 的 量子 线路 
请 注意 CARRY 线 路 中 黑 粗 线条 的 位 置 . 黑 粗 线条 在 左边 的 CARRY, 其 基本 逮 辑 门 的 序列 与 黑 粗 线条 在 右边 
的 CARRY 的 序列 是 相反 的 


3.9 Deutsch 算法 


Deutsch 算 法 显示 了 量子 相干 性 的 强大 计算 能 力 . 考虑 一 个 黑 奋 子 ， 我 们 把 它 
叫做 论 示 (oracle)， 它 可 以 计算 一 个 比特 的 布尔 函数 : {0,1} 一 {0,1}, 每 做 一 次 
计算 , 我 们 称 对 论 示 做 一 次 查询 . 存在 4 个 这 样 的 函数 , 见 表 3.5。 fo 和 户 是 常数 
的 , 它们 与 其 余 两 个 (万 和 户 ) 具 有 不 同 的 整体 性 质 , MT AMM fo, 我 们 称 它 们 是 平衡 
的 (balanced). 所 要 解决 的 问题 是 , 对 于 一 个 给 定 的 函数 ， 确定 它 是 常数 的 还 是 平衡 
的 . 要 得 到 该 问题 的 答案 , 经 典 计算 机 需要 对 论 示 做 两 次 查询 . 本 节 我 们 将 证 明 , 量 
子 计算 机 只 需要 做 一 次 查询 就 可 以 解决 这 个 问题 . 


表 3.5- 单 比特 逻辑 函数 


一 -一 
x fo fi fa Js 
0 0 . 0 1 1 
1 0 1 0 i 


图 3.22 给 出 了 实现 Deutsch 算 法 的 量子 线路 . 对 函数 ffz) 的 计算 是 可 道 的 , 并 且 
利用 了 一 个 辅助 量子 比特 |y). 乏 正 变换 Uy 把 |z)|y) 变 成 |z)ly © 了 (2)); 也 就 是 说 , 只 
有 当 f(z) = 1 时 , 它 才 翻转 第 二 个 量子 比特 量子 比特 的 初 态 取 为 |z)|y) = 1011). 然 
后 ， 用 Hadarmard 门 将 第 1 个 比特 制备 为 亚 加 态 (|0) +v. 下 面 我 们 会 证 明 ， 这 样 
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得 到 的 态 人 允许 量子 计算 机 在 一 次 运算 中 同时 计算 f(0) 和 f(1). 这 种 可 能 性 超出 了 经 
典 计 算 机 的 能 力 范 围 . 我 们 还 需要 另外 一 个 Hadamard 门 , 把 辅助 量子 比特 制备 在 
态 (|0) —|1))/-V2. 这 是 关键 的 一 步 , 因为 , 这 样 一 来 , 对 于 每 一 个 z € {0,1} 


Ula) (0) - 113) = (-1)%|z) = (10) -11)), (3.99) 
Vi Vi 


也 就 是 说 ,rrr 在 左边 第 1 个 量子 比特 前 产生 一 个 相 因子 (-1)fm,， 有时, 人们 称 该 相 
因子 是 向 后 传播 (向 后 踢 ) 的 . 这 样 , 完成 函数 计算 之 后 , 量子 计算 机 的 态 是 


1 1 
J [5000 + DFID] ZO) = 10). (3.100) 


第 2 个 量子 比特 不 再 有 用 , 从 此 可 以 忽略 , 最 后 的 Hadamard 门 使 第 1 个 量子 比特 进入 
5 {exe +9] 10) + [9 -CD (3.101) 
如 果 f(0) = f(1), 该 态 为 |0) = |f(0) © FA). 而 如 果 f(0) 4 FA), BA) = |fO) @ 
FO) (这 两 种 情况 , 都 只 是 准确 到 一 个 没有 物理 意义 的 相 因 子 ). 这 样 , 第 1 个 量子 比 
特 的 终 态 可 以 统一 地 写成 
[0) ® f(3)). (3.102) 
于 是 , 如 果 函 数 是 常数 的 , 对 于 第 1 个 量子 比特 的 测量 会 百分之百 地 得 到 0; TTA 
数 是 平衡 的 , 那么 测量 结果 肯定 是 1. 因此 , 在 仅仅 调用 函数 jz) 一 次 之 后 , 其 整体 性 
质 就 被 编码 在 一 个 单 量子 比特 之 中 . 这 是 因为 量子 计算 机 可 以 同时 计算 (0) 和 7(]) 
关键 在 于 , 两 个 可 供 选择 的 "路径 ?被 最 后 一 个 Hadamard 门 组 合 起 来 , 从 而 产生 了 所 
需 的 干涉 效果 . 对 于 输出 /(0) © 1(1) = 0, 干涉 是 相干 的 , 而 对 于 相反 的 输出 , 干涉 
是 相 消 的 


[o> —H 


}1> —jH# Po 


图 3.22” 实现 Deutsch 算 法 的 量子 线路 图 


3.9.1 Deutsch-Jozsa 问题 

现在 来 考虑 Deutsch 间 题 的 某 些 推 广 . Deutsch-Jozsa 算法 通过 对 论 示 做 一 次 询 
问 , 可 以 解决 以 下 问题 : 对 于 一 个 或 者 为 常 数 的 或 者 是 平衡 (平衡 的 意思 是 它 具 有 同 
PERCE MOF) Mint RE Hi PRBS: {0,1}" — {0,1}, 确定 它 为 两 者 中 的 哪 一 个 . 
解决 该 问题 的 量子 线路 与 Deutsch 算 法 的 线路 相间 (图 3.22)， 除了 这 里 是 用 n 个 量子 
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比特 来 储存 输入 z = (zn_1, zn-a… ,zo). Hadamard 门 被 并 行 地 作用 于 所 有 n 个 量 
子 比 特 


H®"=HSH®:--@H. (3.103) 
容易 验证 , H2” 作 用 于 计算 基 矢 态 |x) 给 出 
n—i 1 1 7” 2"-1 
H®” |z} = I] ( Donen) = ye 2 (~1)"™|y), (3.104) 
其 中 , 2 .4 表示 z 和 % 的 、 取 模 2 的 内 积 , 即 
T-Y = Ln—-1Yn—-1 © Tn ayn 2 ® `- ® Toyo : (3.105) 
将 图 3.22 推 广 到 "个 量子 比特 , 意味 着 将 变换 
(H®" & 1) Ur (H®" Q H) (3.106) 
作用 于 输入 |00…0)|1), 并 且 产 生 输 出 
17 1 
= (—1)f tey] ) — (10) — |1)). 3.107 
(; 2s, Y VA ) —11)) ( ) 


对 于 该 输出 态 , 我 们 测量 这 n 个 量子 比特 在 计算 基 矢 上 的 情况 .如 果 f 为 常数 的 , 则 
测量 会 以 百分之百 的 概率 得 到 态 |00.…0); 而 如 果 f 是 平衡 的 , 那么 测 到 这 个 态 的 概 
率 为 零 . 这 样 , 单单 运行 一 次 该 算法 , 对 函数 (7z) 仅 查询 一 次 , 即 可 以 确定 f 是 常数 
的 还 是 平衡 的 . 这 的 确 给 人 以 深刻 印象 , 因为 在 经 典 计 算 机 中 , 只 有 经 过 2"/2 十 1 次 
查询 之 后 , 才能 确切 知道 函数 /(z) 是 否 是 平衡 的 . 不 过 , 因此 而 宣称 在 该 算法 中 量 
子 计算 机 获得 了 指数 式 的 增益 , 也 是 不 公平 的 . 事实 上 , 对 于 一 个 平衡 的 f, 进行 次 
查询 , 每 次 都 得 到 同样 的 响应 的 概率 是 1/2*，， 随 k 按 指数 下 降 ， 因 此 , 如 果真 的 进 
行 k 次 查询 , 每 次 查询 都 得 到 同样 的 响应 , 则 猜测 f 为 常数 而 出 错 的 概率 随 k 按 指数 
下 降 . 这 样 , 正如 我 们 在 1.3 节 中 所 讨论 的 , 经 典 算法 可 以 通过 k = O(iog(1/e)) 次 查 
询 而 把 出 错 的 概率 减少 到 低 于 <. 我 们 也 要 注意 到 , 从 物理 的 角度 来 说 ， 要 求 量子 计 
算 机 给 出 一 个 绝对 确定 的 答案 是 不 合理 的 , 因为 一 定量 的 误差 总 是 不 可 避免 的 ( 参 
见 3.6 节 和 第 6 章 ). 
3.9.2* ”Deutsch 算 法 的 推广 

作为 一 个 练习 , 现在 来 考虑 Deutsch 算 法 的 进一步 的 推广 . 可 以 证 明 , 一 个 已 
知 函 数 的 一 些 其 他 整体 性 质 也 可 以 用 量子 计算 机 来 确定 . 为 了 简单 起 见 , 我 们 考 
En = 2 个 量子 比特 的 情况 . Deutsch-Jozsa 线 路 末端 的 双 量 子 比特 态 ， 在 计算 基 矢 
上 可 以 写成 | 如) = col00) + cal01) + cz110) + csl11). 对 于 表 3.1 中 的 16 个 双 量 子 比 特 
逻辑 函数 , 振幅 c; 由 表 3.6 给 出 (为 简化 书写 , 我 们 忽略 了 归 一 化 常数 ). 
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表 3.6 “Deutsch-Jozsa 线 路 末端 的 双 量 子 比 特 态 
fo fi fo fs fa fs foe fr fa fo fro Ju f2 fis ha fis 
co 4 2 2 0 2 0 0 一 2 2 0 0 —2 0 -2 -2 一 4 
0 4 0 2 一 2 0 -4 一 2 0 2 一 2 0 
co D 2 2 4 —2 D 0 2 一 2 D 0 2 —4 —2 -2 0 
c3 0 一 2 2 Q Q 4 2 一 2 -4 D 一 2 0 一 2 2 0 


如 果 测量 这 两 个 量子 比特 , 则 对 于 常数 函数 户 和 广 5, 会 以 单位 概率 得 到 结果 00. 
而 对 于 平衡 函数 司 , fs. fe. fo. offi 得 到 结果 为 00 的 概率 为 零 . 进一步 , WRR 
数 是 平衡 的 , 测量 结果 还 可 以 区 分 以 下 3 类 子 集 , Wf Alfio (如 果 结 果 是 01), fa 和 所 2 
(如 果 结果 是 10), t fT fo (如 果 结 果 是 11). 注意 ， 因为 波 函 数 的 整体 符号 不 可 测量 ， 
所 以 天 与 有 4s_i 是 不 可 分 辨 的 . 对 于 剩 下 的 8 个 双 量 子 比特 逻辑 函数 (fi, 户 , fa, fr, fe， 
fir, fia, fig), Deutsch-Jozsa 线路 不 可 能 给 出 任何 信息 ， 因为 对 于 它们 而 言 、 每 种 测 
量 结果 出 现 的 概率 是 相等 的 . 

为 了 区 分 双 量 子 比 特 二 进 制 函数 ;的 其 他 整体 狂 质 , 可 以 考虑 对 变换 (3.106) 稍 
加 修改 而 得 到 的 以 下 变换 : 


(H®? A; @ I) Us (HY? ® H), (3.108) 


利用 它 在 所 之 间 进 行 置换 即 可 , 其 中 , A ERT ATCA LIN A EXT faye. 共有 22”= 
16 个 这 种 抢 阵 , 它们 都 可 以 像 布尔 函数 二 那样 编码 , 为 

Ao = diag{1,1,1,1}, 4 = diag{1,1,1,-1}, --- (3.109) 
容易 验证 , 每 一 个 么 正 变换 A4j; 将 式 (3.107) 中 的 输出 波 函 数 里 的 f(x) 按 以 下 方式 变 
换 : f(x) > f(a) @ (Ajax, 其 中 (Aj)zz = (TADAA KRAT. 这 样 ， 每 一 个 么 正 
变换 4; 给 出 函数 户 的 一 个 置换 . 例如 , 标准 Deutsch-Jozsa 线路 ( 即 4; = I = 4o) 可 以 
KAAF RR 

{(fo, fis); (fs; fia), (fs, fio) (fe, fo)} o] (3.110) 

WAMA, 可 以 区 分 


{(fas fra), (fo, f13), (fa, fir): (fr, fs) } (3.111) 
等 . 


3.10 量子 搜索 


本 节 我 们 证 明 量子 计算 机 有 助 于 解决 以 下 问题 : 在 有 N = 2" 个 条 目的 无 结构 
数据 库 中 , 搜索 一 个 被 贴 了 标签 的 条 目 . 举 个 简单 的 例子 , 假设 我 们 有 一 本 (随机 编 
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撰 的 ) 电 话 夭 和 一 个 已 知 的 号 码 , 希望 从 中 找 出 相应 的 姓名 . 经 典 计算 机 最 多 只 能 
从 头 去 找 , 直至 找到 所 要 的 姓名 为 止 . 因此 , 尽管 问题 的 解 容易 识别 , 却 很 难 被 找到 . 
这 是 (计算 类 )NP 问 题 的 特征 , 在 很 多 情况 下 , 解决 这 类 问题 的 最 佳 经 典 算 法 就 是 穷 
尽 所 有 可 能 的 解 . 下 面 我 们 证 明 , 量子 计算 机 可 以 显著 地 提高 这 类 搜索 的 速度 . 
搜索 问题 可 以 被 表述 为 一 个 论 示 问题 : 以 {0,1,… ,入 一 1} 标记 数据 库 中 的 条 
H, 记 zo 为 那个 被 贴 了 标签 的 未 知 条 目 . 论 示 的 功能 为 计算 一 个 ”比特 二 进 制 函 数 


f : {0,1}" — {0,1}, (3.112) 
其 定义 为 
1, Wa = To, 
jz) = {3 SR. (3.113) 


这 里 的 问题 是 , 如 何 利用 对 论 示 的 最 少 次 数 寻 问 来 找到 zo. 根据 初等 概率 理论 , 如 
SiH GIR SEMI, 那么 找到 zo 的 概率 是 k/N， 因此, 要 以 成 功率 p 找 到 zo, 一 个 经 
典 算法 必须 对 论 示 询问 pN = O(N) 次 . Grover 证 明 , 量子 计算 机 可 以 只 用 O(V) 次 
询问 解决 同样 的 问题 . 这 样 , 量子 计算 机 所 取得 的 增 速 是 平方 式 的 . 尽管 增 速 不 是 
指数 式 的 、 没 有 改变 问题 的 计算 类 型 , 改进 仍然 是 显著 的 . 为 了 让 读者 对 于 平方 增 
速 有 个 概念 , 我 们 可 以 考虑 经 典 计算 中 的 快速 传 里 叶 变 换算 法 . 事实 上 , 快速 传 里 
时 变换 比 标准 傅 里 叶 变 换 快 二 次 方 倍 ， 这 一 增 速 已 是 以 对 信号 处 理 以 及 其 他 应 用 产 
生 重大 影响 . 
3.10.1 从 4 个 条 有 目 中 寻找 一 个 

先 分 析 一 个 简单 例子 是 有 益 的 , 即 从 4 个 条 目 中 找 出 其 中 之 一 (N = 4, 涉及 两 
个 量子 比特 ). 图 3.23 给 出 了 计算 该 情况 的 Grover 算 法 的 量子 线路 ， 开 始 时 , RII 
把 两 个 量子 比特 制备 在 态 |00)， 而 所 需 的 辅助 量子 比特 处 于 态 |y) = |2). 在 第 一 阶 
段 ， Hadamard 门 将 两 个 量子 比特 制备 在 等 权 秋 加 态 .上 ， 而 将 辅助 量子 比特 制备 于 
态 -万 (0) _ It) FE, 量子 计算 机 的 波 函数 变 成 


1 1 
5 (100) + |01) + 10) + |11)) 7 (10) ~ |1). (3.114) 


然后 我 们 询问 渝 示 并 计算 函数 f(z)， 事 实 上 , WRIA, 我 们 有 |z)ly) 一 
jz)ly © f(a). KERA, 出 渝 示 提供 的 值 f(z) 被 置 于 辅助 量子 比特 之 中 ， 由 于 生 
助 量子 比特 已 经 被 制备 在 态 - 坊 (0) - 11) 如 果 f(z) = 0, 它 的 态 保持 不 变 , 而 如 
果 f(z) <1, 其 状态 改变 符号 下 面 我 们 来 考虑 一 个 特殊 情况 , 即 只 有 当 z ~ zo = 
(1 0) 时 , 渝 示 才 给 出 f(z) = 1， 这 样 做 并 不 失 一 般 性 , 因为 可 以 同样 处 理 zo 的 其 他 
可 能 的 值 . 图 3.23 所 给 的 线路 图 , 对 于 zo 的 所 有 4 种 可 能 值 都 适用 . 
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询问 论 示 一 次 之 后 , 量子 计算 机 的 波 函数 是 
1 
5 (100) + ob = |20) + p119) (Jo) — 10); (3.115) 


KERESAS (3.114) WAZA, 在 于 被 贴标签 的 态 的 系数 具有 不 同 的 符号 . 注意 ， 
与 Deutsch 算 法 相似 , 寄存 器 |z) 前 的 符号 已 被 恢复 . 第 2 个 寄存 器 不 再 发 生变 化 , Al 
此 , 不 必 再 考虑 它 ， 


loo aH Rep 
joy fu o Hate |e} ie Ha] 


J> — H 


图 3.23 EAN = 4 个 条 目的 Grover 算 法 的 量子 线路 
泡 利 矩阵 ce 进行 非 门 操作 . 中 间 有 字母 2 的 长 方形 代表 论 示 查询 


对 论 示 询问 之 后 ,如 果 立 即 测量 |z) 寄 存 器 , 由 于 不 同 计算 基 矢 前 面 的 系数 的 大 
小 都 一 样 , 测量 得 到 各 个 计算 基 矢 的 几率 是 一 样 的 , 因此 , 这 样 并 不 能 够 挑 出 |10). 
Grover 算 法 的 关键 是 , 将 式 (3.115) 中 |10) 分 量 前 面 的 相位 差别 变 成 振幅 差别 . 这 可 以 
由 以 下 么 正 变换 来 实现 ; l 


2 
Di; = 一 55 + a (3.116) 
在 目前 的 n = 2 的 情况 , 矩阵 马 是 
-1 1 1 1 
1) 1-1 1 1 
D= ， 3.117 
2| 1 1-1 1 ( ) 
1 1 1-1 


么 正 变换 万 可 以 利用 图 3.23 中 的 论 示 询问 之 后 的 线路 来 实现 . 事实 上 , 该 变换 可 以 
分 解 如 下 : 


D = H®? D' H®, (3.118) 
其 中 , D' BAF 
1 0 0 0 
p-|?' ° 0 , (3.119) 
0 0-1 0 
0 0 0-1 
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它 对 基 元 |00) 前 面 的 系数 给 出 一 个 角度 为 n 的 受 控 相 移 ( 猴 号 ). 矩阵 D' 可 以 进一步 分 
解 如 下 (精确 到 一 个 整体 相位 ): 


D! = o®? (I @ H)CNOT (I @ H)o®?, = (8120) 


其 中 , o8? = 0, @oz, M(H) CNOT (I8 H) = CMINUS (见习 题 3.10). 另外 , 正如 
一 个 标准 受 控 相 移 门 的 情况 , 非 门 c82 人 允许 将 相位 因子 放 在 |00) 而 不 是 态 |11) 之 前 
将 变换 DD 作用 于 态 (3.115), 我 们 得 到 


—i 1 1 1 
1| 1| oa] 1-111 
D= =- 
2)-1) 4| 1 1-1 1||-1 
1 1 11- 1 


(3.121) 


上 一 
oro © 


于 是 , 对 这 两 个 量子 比特 的 标准 测量 的 结果 肯定 是 10， 这 样 , 对 于 函数 /的 一 次 询 
问 即 可 以 解决 该 问题 , 而 对 于 一 个 经 典 计 算 机 而 言 , 所 需 询问 次 数 的 平均 值 是 N。 = 
2 .25，( 被 贴标签 的 条 目 可 以 在 第 1 、 ?或 3 次 询问 之 后 找到 , 每 次 的 概率 是 2; 在 第 3 次 
询问 之 后 ,无论 如 何 都 不 需要 第 4 次 询问 了 ,因为 只 有 -一 个 被 贴标签 的 条 目 ， 因 此 ， 


New bate teas Lx3 = 225 ) 


3.10.2 从 入 个 条 目 中 找 出 一 个 


现在 ， 我 们 给 出 对 于 一 个 较 一 般 的 数目 NN = 2" 的 Grover 算 法 . 我 们 仍然 需要 一 
个 辅助 量子 比特 ly), 并 将 量子 计算 机 的 波 函 数 预备 在 状态 |z)ly) = 100.…0)|1). 然 
后 , 我 们 对 ”+ 1 个 量子 比特 中 的 每 一 个 实施 Hadamard| ], 使 得 寄存 器 |z) 处 于 所 有 
基 矢 态 的 无 差别 香 加 态 , 而 辖 助 量子 比特 处 于 态 - 序 (10) — \1)). 再 后 , 我 们 计算 论 示 
PRAK| x) |y) 一 |x) |yof(z)). Ain = 20 情形 类 似 , 该 谈 秃 数 的 赋值 过 程 将 符号 置 回 寄存 
器 |z) 的 前 面 , 即 


1 1 
JF 2 z) < 万 (0) — {1)) 

1 Z 1 | 
> z) -万 (0@ f) - |1 ® f(z))) 
o1 E 2) 2(—14 ® (10) = 11) 

7 ven z=0 v2 


= (- 1)F() In) (10) - |1)}. (3.122) 
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然而 , 与 前 面 n = 2 的 简单 情况 不 同 的 是 , 对 于 函数 f(z) 的 一 次 赋值 , 不 足以 找到 被 
贴标签 的 条 目 zo. 我 们 必须 多 次 重复 询问 论 示 , 并 计算 函数 f(z). 确切 而 言 , 我 们 不 
得 不 重复 所 谓 的 Grover 迭 代 G, 其 定义 为 G = DO, 其 中 O 表示 论 示 询问 , 而 


D = H®"(—1+2(0)(0|)H®". = (3.123) 


在 式 (3.123) 中 , 介 于 两 个 "量子 比特 Hadamard 门 之 间 的 变换 , 是 一 个 有 条 件 相 移 , 它 
将 -1 置 于 除 |00…:0) 之 外 的 所 有 计算 基 矢 之 前 . 量子 搜索 算法 就 是 反复 应 用 G, H 
至 寄存 器 |z) 处 于 这 样 一 个 态 , 对 它 的 标准 测量 会 以 很 高 的 概率 给 出 xo. 
3.10.3 几何 图 像 l 

有 一 个 简单 的 几何 图 像 , A B TE Grovet RKA. 为 此 , 我 们 可 
以 忽略 辅助 量子 比特 , 它 的 态 总 可 以 分 解 出 来 旦 从 不 变化 . 

首先 , 方程 (3.122) 显 示 , 论 示 O 作 用 于 mn 量子 比特 态 矢量 |z) 给 出 


O : |x) 3 (-)F|2). (3.124) 


因此 , O 可 以 写 为 
O=!I- 2\z0) (zol 三 Rio 3 (3.125) 


(xo) 


G|w> 


图 3.24 ”Grover 迭 代 的 几何 图 像 


116 量子 计算 与 量子 信息 原理 ”第 一 卷 : 基本 概念 


即 相 对 于 一 个 垂直 于 |xo) 的 超 平面 所 作 的 镜 向 反射 . 举例 而 言 , 考虑 一 个 由 矢量 {lzo)》， 
|zxt) 站 所 张 成 的 两 维 空间 , 对 于 其 中 任意 矢量 |%) = alzo) + blet), 有 OIW) = 一 alzo) 十 
Biet) Æ 3.24 很 清楚 地 显示 , 对 于 矢量 |w)，O 实 施 了 一 次 相对 于 轴 |zt) ( 即 垂直 
于 |zo) 的 超 平 面 ) 的 镜 向 反射 . 

下 面 , 考 虚 变 换 DD. 我 们 注意 到 


(H2)? (= 1 + 2)0) (0) He" = -I + 2|SX(5], (3.126) 


其 中 , 我 们 用 到 了 性 质 (H8")t = We”, IFAS) ee AS 


27-1 


enim 1 
|S) = H®"|0) = Tam 2 |x). (3.127) 
于 是 , 方程 (3.123) 相 当 于 相对 于 垂直 于 |5) 的 超 平面 所 作 的 镜 向 反射 再 取 负 值 : 
D=—(I—2|S)(S|) = —Risy - (3.128) 
因此 ， 


我 们 现在 来 考虑 由 {lzoy,|5)} 所 张 成 的 两 维 平 面 ， 并 在 该 平面 上 画 出 相应 的 垂 
直 单 位 矢量 {zt ),15+)} (图 3.24). 容易 证 明 ® 


G = —Rls) Rio) = Rs Rio) . (3.130) 


这 样 , 如 果 矢 量 |zt) 和 |5) 之 间 的 夹 角 为 9, 那么 , G 将 该 平面 上 的 一 般 矢 量 |y%) 旋 
转 29 角 度 ( 图 . 3.24). 因为 在 第 1 次 论 示 询问 之 前 , n 量 子 比特 处 于 如 下 状态 : 


jo) = |S) = sinO|zxo0) + cos6|z9), (3.131) 


而 G 将 上 述 平面 ( 即 由 {jzo),15)} 所 张 成 的 平面 ) 中 的 任意 矢量 旋转 20 角 度 , 所 以 , 经 
itj Grover RZJ, n 量 子 比 特 的 态 是 


li) = GÍ lyo) = sin ((2 + 1) 0)|z0) + cos ((24 + 1) 6) leg). (3.132) 
注意 , 该 态 总 是 处 于 图 3.24 中 所 示 的 平面 之 内 ， 如 果 先 代 k 步 之 后 , bbe) dE BK 
贴标签 的 态 |zo), 即 |sin(2% + 1) 6 ~ 1, 则 选 代 过 程 必须 停止 满足 该 条 件 的 最 小 整 


数 k 由 下 列 关系 确定 : 
(2k +1)0~ 5 (3.133) 


D 为 了 证 明 局 二 Rigi, 我 们 考虑 在 {153), 15+)} 所 张 成 的 平面 内 的 一 个 一 般 矢 量 |w) = uS) + 
vis). RATRBLR, slu) = 一 klS) + v|S+), 因而 , 局 gil) = lS) — ¥IS*) = -Ris u) 
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k = round & 一 5) ， (3.134) 
其 中 , round 表 示 最 接近 的 整数 . 因为 我 们 是 从 等 权 著 加 态 出 发 
sin? = (zolwo) = 万 ) (3.135) 
所 以 , 对 于 较 大 的 N, 0 = T 这 样 , EGrover E SEE MERE 
k = round (Eun 一 5) = O(VN) . (3.136) 


算法 的 最 后 一 步 是 在 计算 基 矢 上 进行 标准 测量 , 给 出 结果 x = 2. 然后, 像 其 
他 概率 算法 一 样 , 我 们 利用 论 示 检验 所 得 到 的 解 是 否 正确 .如果 jz = 1, 则 检验 
通过 , z = zo; WESE) = 0, We 关 zo, 我 们 需要 从 头 开始 重复 量子 计算 . As, 
与 N = 4 的 特殊 情况 不 同 的 是 , 一 般 而 言 , Grover 算 法 成 功 的 概率 不 是 百分之百 , 但 
是 , 却 可 以 非常 接近 百分之百 (见习 题 3.18). 

我 们 注意 到 ，Grover 算 法 的 上 述 几何 诠释 与 N = 4 的 特殊 情况 是 一 致 的 , 即 若 


取 0 = 5, 则 在 上 = BERS SARE (3.133)79 SE. 

习题 3.18 ”证明 Grover 算 法 失败 ( 即 测量 不 给 出 被 贴标签 的 条 目 zo) 的 概率 以 1/ 
NN 方式 衰减 . 

习题 3.19 ”估计 实施 一 步 Grover 和 迭代 所 需 的 基本 逻辑 门 的 数目 ， 

需要 指出 的 是 , Grover 算 法 已 被 推广 到 多 种 情况 , 包括 搜索 多 个 条 目 , 被 贴标签 
的 条 目的 数 且 事先 未 知 等 . 不 幸 的 是 , 可 以 证 明 , Grover 算 法 是 最 优化 的 , 即 任何 其 
他 在 无 结构 数据 库 中 进行 搜索 的 量子 算法 同样 至 少 需要 O(V 六 ) 次 论 示 询问 . 


3.11 :量子 健 里 叶 变 换 


对 于 一 个 分 量 为 复数 {f(0), FD) FON 一 1)} 的 矢量 , 其 离散 侍 里 叶 变 换 给 出 


N—1 ok 
f(k) = = 2 ew f(7). (3.137) 


量子 傅 里 时 变换 做 同样 的 事情 , 它 被 定义 为 一 个 作用 于 "量子 比特 (N = 2") AP FE ae 
上 的 乏 正 算 符 F. 在 计算 基 矢 上 , 五 的 作用 是 


2-1 本 
F(\j)) = F S et HF Jk). (3.138) 
k=0 
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这 样 , 它 将 一 个 任意 态 |w) = FL ERR 
2 


2°—1 


(b) = Fly) = X Fkk), (3.139) 
` k=0 


其 中 , ABI Fe) PO) RA (3.137) A HY Be of ae, 
现在 我 们 来 构造 计算 量子 伟 里 叶 变 换 的 量子 线路 . 为 方便 起 见 , 我 们 用 以 下 方 


j = Jn—1 Jn—2 `+: JO = jn-1 2771 十 jn-2 2072 J.e 70 20 (3.140) 
以 及 二 进 制 分 数 
a .1. 1. 1 . 
Ofiri i Im = FI GI t't gmi Im (3.141) 
经 过 几 步 运算 , 我 们 得 到 下 面 的 傅 里 叶 变换 的 乘积 表示 : 
ar 


—1 . 
Fin = Yo ZB) 有 
1 


k=0 
1 1 n k 1 
= Ss > . 5) exp (2 > i ) len- ko) 
kn—1=0 ko =0 1=1 
1 1 


1 .. Kn 
= 7 5 . > Sia exp (2m zi + | 天 一) 
] 1 


.. kn— 
= Jan S | 5 exp(2nij te) be 
1 


ky —-1=0 


Wo Oi jo + exp (2ng) | 
= a (10) + e2™00]1)) (JO) + ee™ 77°)1)) 
+++ (10) + e7 0n- in -2.01)) . (3.142) 


有 趣 的 是 , 该 乘积 表示 为 已 分 解 的 , CUE ET EE TAEAE A E. 
有 了 乘积 表示 (3.142), 就 可 以 轻易 地 构造 出 能 够 有 效 地 实施 量子 傅 里 叶 变换 的 
量子 线路 . 图 3.25 中 给 出 了 一 个 这 样 的 量子 线路 , 其 中 Rw 代表 算 符 


nel fom |. (3.143) 
i | 本 
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考虑 将 该 线路 作用 于 计算 基 矢 态 从 = |js_1jw_2…j0o) (对 于 一 个 一 般 的 态 |w) = 
2 cili), 只 要 记 住 傅 里 时 变换 的 线性 性 质 就 够 了 ). 第 一 个 Hadamard 门 作用 于 最 重 
要 的 量子 比特 之 上 , 产生 下 面 的 态 


1 
a (10) + eM O5m-111)) [ina -+ jo). (3.144) 


OHH RE A Ra R] 


! Ia? | H} ` Rn 1 

[> T 

i) e a lH] 
图 3.25 “实施 量子 健 里 上 叶 变 换 的 线路 图 


输出 结果 为 (3.146) 


接 下 来 是 一 些 受 控 相位 转动 , AERAR, ; 在 相应 的 控制 量子 比特 值 为 1 的 
情况 下 , 它们 分 别 添 加 相位 r/2 直 至 r/2"-1. 通过 这 m 一 1 个 双 量 子 比 特 门 之 后 , 量 
子 计算 机 的 态 为 


a (10) eTi0jn -tin 20|1)) [jna ++ jo) (3.145) 


对 于 其 他 量子 比特 , 重复 类 似 的 步骤 之 后 , 图 3.25 中 的 量子 线路 产生 如 下 输出 : 


1 
n 


除了 量子 比特 的 顺序 被 颠倒 之 外 ， 该 态 与 乘积 表示 (3.142) 完 全 相同 . 利用 O(n) 个 交 
换 门 可 以 得 到 正确 的 顺序 (图 3.4), 或 者 ， 给 量子 比特 重新 标号 亦 可 . 图 3.25 中 的 量 
子 线路 说 明 , 在 "个 量子 比特 的 量子 寄存 器 上 ， 利用 nn 个 Hadamard 门 和 n(n — 1)/24 
受 控 相 移 门 , 可 以 有 效 地 对 一 个 有 NN = 2+ 个 分 景 的 复 矢 量 实施 离散 傅 里 叶 变 换 . 因 
此 ， 计算 一 次 量子 傅 里 叶 变换 需要 Ofn2) 个 基本 量子 逻辑 门 ， 而 最 有 效 的 经 典 算法 ， 
即 快速 博 里 叶 变 换 , 需要 O(2mn) 个 基本 逻辑 门 操作 来 进行 一 次 离散 候 里 叶 变 换 . 
然而 , 必须 强调 的 是 ， 还 不 能 真 的 说 我 们 已 经 将 健 里 叶 变 换 的 计算 速度 提高 了 
指数 倍 . 其 原因 是 ， 我 们 并 不 能 有 效 地 制备 一 个 一 般 的 态 |Ij = ?， 了 (了 | 作 ( 兄 3.5 节 结 


2 
尾 的 讨论 ), WA, 一 般 而 言 , KAS) = Er (AEF AD MAL, 事实 上 , 一 次 


(|0)+ e285 0-5n—15—2-"Fo}1))(|0) +e? 0-230 |1)). . (10)+e2™ 0 |1)) . (3-146) 
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标准 测量 只 是 简单 地 以 概率 | 无 如 | 给 出 EX 问题 在 于 , 量子 健 里 叶 变 换 是 对 不 可 直 
楼 测量 的 波 函 数 的 振幅 所 进行 的 . 只 有 重复 运行 多 次 之 后 , 这 些 波 函 数 的 振幅 才能 
够 以 一 定 的 精度 被 重 构 出 来 (每 次 运行 都 计算 态 | 办 的 傅 里 时 变换 , 然后 以 一 个 标准 
的 投影 测量 结束 )， 记 YN 为 运行 的 次 数 , 则 |F(k)|2 的 估计 值 为 Ne/N, 这 里 和 Ns 是 测量 
给 出 结果 k 的 次 数 ， 在 3.7 节 中 讨论 函数 赋值 时 , 我 们 已 经 碰 到 过 这 类 问题 , 它 其 实 
是 量子 计算 的 一 个 典型 难题 . 量子 算法 就 是 寻找 从 量子 计算 机 的 波 函 数 中 提取 有 用 
信息 的 有 效 方法 . 我 们 将 在 下 面 几 节 中 看 到 , 量子 侍 里 叶 变 换 是 量子 算法 的 指数 式 
效率 的 关键 所 在 . 

习题 3.20 ”估计 么 正 误差 对 量子 侍 里 叶 变 换 的 稳定 性 的 影响 . 

习题 3.21 构造 一 个 实施 以 下 侍 里 叶 逆 变换 的 量子 线路 : 


F-1(|7)) = Saale (3.147) 
k=0 


3.12 量子 相位 估计 


作为 量子 傅 里 叶 变换 的 第 1 个 应 用 , 我 们 考虑 下 面 的 问题 : 一 个 么 正 算 符 UV, 它 
的 本 征 矢量 为 lu), 相应 的 本 征 值 为 (6*) (0 < $ < 2n). 假设 我 们 能 够 制备 态 |w, 而 
且 有 一 个 黑匣子 程序 可 以 实施 受 控 V2 操 作 (C-D2), 其 中 , ;是 非 负 整 数 . 我 们 希望 
得 到 对 于 相位 4 的 最 佳 n 比 特 估计 

解决 这 一 问题 的 量子 线路 在 图 3.26 中 给 出 . 图 中 的 第 1 个 寄存 器 包含 n 个 量子 
比特 , 这 里 , n 的 值 依赖 于 对 g 的 精度 的 要 求 . 第 2 个 寄存 器 包含 足以 存储 |w) 的 m 个 量 
TER. BETU” C0) + [1))|w) 的 作用 如 下 : 


cue -L 
2 


1 u 27 
5 (10) +W) = Ze (10) ) + [1) U* |u)) 


— | lu io ly 
= 5 (09a) + lew? Ia) 
= allo) +62¢/1)) Iu). (3.148) 
利用 这 一 结果 , 容易 验证 , 线路 图 (图 3.26) 的 输出 是 
O HeD) (0 + 028 19) (0) te I)o 


2”—1 


= aH SO oi |y)|u). (3.149) 
y=0 
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与 Deutsch 算 法 和 Grover 算 法 的 情况 类 似 , 关键 之 处 在 于 , 将 储存 | 几 的 量子 寄存 器 制 


STE FU, U2, Ut, .… 的 本 征 态 上 . 其 结果 是 , 该 寄存 器 的 态 永 远 不 变 , 而 在 控制 
寄存 器 中 、 相 位 因子 ei$, e72, e419,.. 向 后 传播 . 


TT re | | 
[oy] EE 4 
[2 PEN U2 二 -一 2 2" 


网 3.26 在 相位 估计 问题 中 , 用 来 获得 态 (3.149) 的 量子 线路 
有 和 斜 杠 的 线 表 示 由 m 量 子 比特 所 组 成 的 集合 


从 现在 起 , 我 们 只 考虑 控制 寄存 器 , 并 且 证 明 其 量子 傅 里 叶 变 换 可 以 以 很 高 的 
概率 对 % 给 出 最 佳 " 量 子 比特 估计 . 为 方便 起 见 , 我 们 将 % 写 成 


sanla 
其 中 , a = an_1an_2…aiao (二 进 制 表示 )， 且 2ra/2" 是 4 的 最 佳 z 比 特 近 似 , 因此 ， 
0 < 16| < 1/2"+1. 可 以 验证 ， 对 于 第 一 个 寄存 器 的 反 量 子 傅 里 时 变换 (由 方程 (3.147) 
定义 ), 如 果 作 用 到 态 (3.149) 上 , 则 给 出 


+ 5) (3.150) 


1 27-1 2"-1 

z > 5 e2tila—s)y/2" e2ri0y jæ} . (3.151) 
a=0 y=0 

现在 对 第 一 个 寄存 器 (|z)) 进 行 标 准 测量 . 如 果 6 = 0, 波 矢 (3.151) 变 成 |a). 在 这 

种 情况 下 , 对 于 第 1 个 寄存 器 的 标准 测量 肯定 会 给 出 结果 v， 从 而 相位 因子 6 可 被 精 

确 确定 . 在 一 般 情况 下 , 5 #0, 对 4% 的 最 佳 z 比 特 估计 为 mw 可 以 通过 对 第 1 个 寄存 器 

的 标准 测量 而 得 到 , 其 概率 为 p。= lcal 其 中 ， co 表示 波 函 数 (3.151) 在 态 |a) 上 的 投 
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影 , 由 式 (3.152) 给 出 : 


2m 一 1 2—1 


1 i 1 i 
Ca = on 5 (e?" 8)” = zn 5 at, a= e, (3.152) 
y=0 y=0 


该 有 限 几 何 级 数 求 和 之 后 , 得 


1 /1 一 o2 
Ca 一 ga ` (3.153) 


1-a 


因为 对 于 任何 z & (0, sh 有 2z <sin(nz) < nz, 我们 得 到 


jı — e2582" | — 2 [sin(nó2”)| > 4 |8| 2", 
|ı — emis] — 2 |sin(nð)| < 27 [ő] - (3.154) 
把 这 两 个 不 等 式 代 人 (3.153), 得 
leal? = 三 = 0.405. (3.155) 


因此 , 我 们 可 以 以 很 高 的 概率 |csJ? 得 到 6 的 最 佳 n 比 特 估计 . 

要 指出 的 是 , 只 要 量子 比特 数 " 足 够 大 , 我 们 就 可 以 以 任意 接近 于 1 的 概率 获得 
相 因 子 d 的 最 佳 ! 比 特 近似 . 更 准确 地 说 , 如 果 图 3.26 线 路 中 的 第 1 个 寄存 器 包含 ” = 
1+ Odog(1/e)) 个 量子 比特 , 那么 获得 相 因 子 $ 的 最 佳 ! 比 特 近 似 的 概率 大 于 1 一 € 
(Cleve 等 (1998))， 因 此 , 增加 数目 n, 不 仅 可 以 提高 相位 估计 的 准确 率 ， 而 且 也 会 增 
加 算法 的 成 功率 . i 

总 之 , 量子 相位 估计 算法 利用 了 量子 傅 里 叶 逆 变 换 ， 将 态 (3.149) 变 换 到 态 (3.151). 
如 上 所 述 , 如 果 测 量 后 一 个 态 ， 就 会 以 很 高 的 概率 得 到 对 相位 g 的 很 好 估计 . 我 们 要 
强调 ， 只 要 么 正 算 符 7 可 以 在 量子 计算 机 上 被 有 效 地 分 解 成 基本 逻辑 门 ( 即 计算 避 lw) 
所 需 的 量子 基本 逻辑 门 的 数目 是 储存 lw) 所 必需 的 量子 比特 数 m 的 多 项 式 ), 与 任何 
已 知 的 解决 相位 估计 问题 的 经 典 算法 相 比 , 这 一 算法 在 效率 上 的 提高 是 指数 式 的 . 


3.13" ”本 征 值 与 本 征 函 数 求解 


AW, 我 们 给 出 计算 已 知 么 正 算 符 U 的 本 征 值 和 本 征 矢量 的 量 了 算法 . 有 具体 而 
Ay EAT | FEB els ASRS ME (A FE BI 
U(t) = exp(-iH t/h). (3.156) 


fue RE , | 
ins (x,t) = H(z) p(z,t), (3.157) 
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这 里 , 为 简单 起 见 , 我 们 只 考虑 一 维 情况 (对 于 高 维 的 推广 容易 做 到 ), 请 注意 , A 
RMA EPE Rpa (e) ( 即 H9s(z) = Eadba(2)), 也 是 UV (EATER, 相应 的 本 
1E Ae EtA, 

经 典 计算 机 可 以 利用 以 下 方法 来 计算 哈密 顿 算 符 互 的 本 征 值 和 本 征 矢 ， 考 虑 
如 下 初 态 : 


polz) = v(x, t=) (3.158) 
的 演化 , 可 以 得 到 y(z, = U(x, b)vo(x). 如 果 将 wo(z) TER HSA RR LIF 
Wo(z) = >> aa palT), (3.159) 
可 以 得 到 E 
p(z, t) = 5 aaee? halt), Wa = F (3.160) 
然后 , 我 们 计算 某 z = coh En E 
Plza w) = F [y(xo, 4) . (3.161) 


从 式 (3.160) 可 以 看 出 , PENERE Ro APPR EU, MOR TT 
时 和 间 f 远大 于 所 感 兴趣 的 频率 的 倒数 , 那么 , 所 对 应 的 峰值 就 可 以 明确 地 分 辨 出 来 . 
如 果 对 于 不 同 的 zo 值 重复 进行 传 里 叶 变换 %, 则 会 发 现 , 对 应 于 同一 频率 wo, 不 同 
的 zo 给 出 不 同 高 度 的 尖峰 ， 从 这 些 尖峰 的 相对 幅度 就 可 以 获得 本 征 函 数 po(z). 要 
看 出 这 一 点 , 可 以 注意 到 式 (3.160) 意 味 着 


Plr Wa) _ altı) 
Panwa) ”各 (Ga) (3-162) 
现在 , 我 们 在 量子 计算 机 上 重复 同样 的 过 程 . 假设 我 们 只 感 兴趣 于 某 个 区 间 z € 
[~L, L), 并 在 该 区 间 中 取 2" 个 格 点 , 两 个 格 点 的 间距 为 Az = 2L/(2” — 1), 然后 将 波 
函数 按 如 下 方式 在 该 区 间 编 码 : 


27 一 1 
wy = So vo) fi), (3.163) 
i=0 . 
其 中 , w(i) = o(-Lt+iAc). ER, 只 需要 n 个 量子 比特 , 即 可 储存 波 函 数 (3.163) 的 2" 个 
复 系 数 , 因此 , 量子 计算 机 在 内 存 上 有 指数 式 的 优势 . 在 At 时 间 内 的 演化 由 下 面 的 
么 正 算 符 给 出 : 
U =exp(-iH At/h). (3.164) 
对 于 很 大 一 类 在 物理 上 重要 的 哈密 顿 量 而 言 ， 该 演化 可 以 在 量子 计算 机 上 有 效 地 
模拟 (Lioyd, 1996). 我 从 ] 在 讨论 相位 估计 问题 时 所 介绍 的 图 3.26, 也 适合 于 计算 算 
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符 Z 的 本 征 值 和 本 征 矢 , 其 中 , 第 2 个 具有 nm 个 量子 比特 的 (目标 ) 寄 存 器 , 用 来 储存 被 
Hl Ayo) = Lovo) |) AOA. TERRE, 该 制备 可 以 有 效 地 完成 ,如 


局 域 于 一 点 的 波 函 数 , Hyo) = ]i) FATE RE, 选择 该 lwo), 就 足以 找到 那些 在 
该 lyo) 上 有 非 零 投 影 , MAER NE (RRES a) = 学 Ba( 让 说 (包括 相应 的 


本 征 值 ). 上 共有! 个 量子 比特 的 控制 寄存 器 ， Be FLINT I/V Z, 并 且 必 


和 需 能 够 同时 存储 不 同时 刻 0, At, 2At, 3At, ---, ol Aft RR. 在 受 控 -U2 、 受 
H-U? 、.…、 受 控 -U2 (图 3.26) 等 逻辑 门 作用 之 后 , 量子 计算 机 的 态 是 


2—1 
Iw) = a 3 Li) UF lvo), (3.165) 
其 中 , 我 们 用 到 
(WG AL)) = UF hypo). (3.166) 


利用 展开 式 (3.159), 我 们 可 以 将 地 ) 写 成 
ari 
jw) = FE |j) 之 Ag e eiAt A). (3.167) 

可 以 证 明 , 态 | 思 的 相对 于 寄存 器 | 力 的 傅 里 叶 变 换 , 在 频率 wa 处 出 现 峰 值 . 如 果 
让 计算 机 运算 足够 多 次 数 , 并 且 随 后 对 寄存 器 | 力 做 标准 测量 , 则 可 以 得 到 哈密 顿 算 
符 的 频谱 . 可 以 验证 , 每 次 进行 这 种 测量 之 后 , 另 一 个 量子 寄存 器 志 缩 到 一 个 本 征 
Aleak. 原则 上 , 可 以 通过 对 该 寄存 器 的 标准 测量 ， 来 重 构 本 征 态 . 

上 述 方法 的 局 限 性 在 于 , 计算 机 的 每 次 运算 以 概率 |aa|? 挑 出 不 同 的 本 征 值 w。 
如 果 能 以 多 项 式 式 的 运算 次 数 得 到 所 要 的 本 征 值 和 本 征 矢量 ， 则 相对 于 上 面 提 到 
的 经 典 算法 , 这 里 的 量子 方案 有 指数 式 的 优势 .例如 ， 如 果 初 态 |wo) 在 所 要 的 本 征 
态 上 的 投影 不 是 以 指数 形式 减 小 (典型 的 复杂 系统 基态 即 为 这 种 情况 (Abrams and 
Lloyd, 1999), 则 量子 计算 的 优势 为 指数 式 的 . 


3.14 周期 求解 与 Shor 算 法 


量子 计算 的 最 重大 发 现 是 Shor 算 法 , 它 有 效 地 解决 了 素数 因子 分 解 问题 . 该 问 
UE, 对 于 一 个 可 分 解 的 正 奇 数 N, 求 它 的 素数 因子 . 这 是 计算 机 科学 的 核心 问题 
> 人们 猜测 , 尽管 还 没有 证 明 , 该 问题 在 经 典 计算 中 属于 NP 类 ， 但 不 属于 P 类 . 
也 就 是 说 , 容易 验证 一 个 给 定 的 数 是 否 是 分 解 因子 ， 但 是 很 难 求 出 这 些 因子 ， 现 
今 , 很 多 被 广泛 应 用 的 密码 系统 (如 RSA， 见 第 4 章 ) 就 是 基于 这 一 猜想 . 事实 上 , JL 
个 世纪 以 来 、 尽管 人 们 努力 去 寻找 一 种 可 以 利用 多 项 式 式 的 时 间 来 进行 分 解 因子 
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的 算法 , 但 是 , 迄今 为 止 , 最 好 的 经 典 算 法 一 一 数 域 过 滤 (number field sieve) 法 , 也 
8 Bexp(O(n/3 (log n)?/*))RERIE, 它 对 于 输入 数目 ”= log N 而 言 是 超 多 项 式 式 的 ， 
Shor 发 现 了 一 个 量子 算法 , 只 需要 O(n? lognloglogn) 个 基本 之 辑 门 即 可 完成 上 述 任 
务 . 也 就 是 说 , 该 算法 的 运算 次 数 是 输入 大 小 的 一 个 多 项 式 , 与 任何 已 知 的 经 典 算 
法 相 比 , 其 速度 的 提高 是 指数 式 的 . 

上 述 分 解 问题 可 以 被 约 化 为 求 以 N 为 模 的 函数 f(z) = az 的 周期 . 这 里 , 是 要 
分 解 因 子 的 数 , a 是 随机 选取 的 一 个 小 于 NN 的 数 . 约 化 该 问题 的 步 又 可 以 在 经 典 计 
算 机 上 有 效 地 完成 , 这 里 就 不 讨论 了 (Shor,1997). l 

下 面 , RUTER BCs (oc) Ar, 即 f(z tr) = f(a). 为 简化 讨论 , 我 们 
考虑 一 种 特殊 情况 ， 即 + 精确 地 整除 N(N/r = m, m 是 整数 ), 其 中 NN = 2 为 可 以 
给 f(z) 赋 值 的 点 数 ?. 对 于 更 一 般 的 情况 的 处 理 , 要 困难 一 些 , 但 是 ， 思路 大 体 类 似 . 
我 们 需要 两 个 寄存 器 , 第 1 个 制备 为 等 权 准 加 态 , 第 2 个 用 来 储存 函数 jJ(z). 构造 的 


27 一】 


se È ste). (3.168) 
T=0 


我 们 提请 注意 , 在 Shor 算 法 中 所 需要 的 取 寡 求 模 函数 f(z), 在 量子 与 经 典 计算 机 上 
都 可 以 有 效 地 计算 (对 于 景 子 情况 ,参见 Barenco 等 ， 1995; Miguel 等 , 1996). Ait, 量 
子 并 行 性 允许 在 一 次 运算 中 计算 所 有 z 的 函数 f(z). 我 们 也 注意 到 , 在 完成 函数 计 
算 之 后 , 两 个 寄存 器 是 纠缠 的 . 遗憾 的 是 , 我 们 不 可 能 直接 获取 所 有 f(z) 的 值 . 相反 ， 
在 对 第 2 个 寄存 器 进行 一 次 测量 后 , 它 会 绸 缩 到 一 个 确定 的 态 |/(zo)) 于 是 , 量子 计 


Fa > Izo + gr) |f(zo)), Og zo <r~1, (3.169) 
j=0 


其 中 , m = N/r 是 使 得 f(z) = f(z0) 的 z 的 数目 . 因为 "是 函数 1(z) 的 周期 , f(x0) = 
f(zo +r) = f(rot+27) =- = f@o + (m — 1)r). 现在 我 们 可 以 忽略 第 2 个 寄存 器 ， 
因为 它 与 第 1 个 寄存 器 的 态 是 分 离 的 . 可 以 验证 ， 对 于 第 1 个 寄存 器 作 量 子 健 里 叶 变 
换 , 得 到 态 


k *\ . (3.170) 


1 Qn zo k 

FE) 外 
这 样 ， 量子 相 千 性 选择 了 一 些 特定 的 频率 . 事实 上 ， 对 波 函 数 (3.170) 的 量子 测量 , 将 
以 同样 的 概率 给 出 r 个 可 能 结果 中 的 一 个 , kN/r (k = 0,1,… ,了 二 1， 如果 我 们 用 ec 来 
表示 测 到 的 值 , 则 c/N = 和 /r, 其 中 是 一 个 未 知 整数 . 如 果 和 和 r 没 有 公 因 子 , 那么 
把 c/N 简 化 成 一 个 不 可 约 分 数 , 就 可 以 得 到 和 和 7. 数论 告诉 我 们 , 这 种 情况 发 生 的 


号 这里, 为 了 简化 讨论 , N 取 2”", 厕 非 一 个 一 般 的 要 分 解 因子 的 数 ， 一 一 译 者 注 . 


126 最 了 计算 与 量 了 信息 原理 第 一 郑 基本 概念 
概率 至 少 是 1/loglogr， 如 果 A 和 r 有 公 因 子 , 则 计算 失败 , 而 必须 重新 计算 . 可 以 证 
BA, 在 运算 O(log log r) Ka, 算法 成 功 的 概率 可 以 任意 接近 于 1 (Shor,1997).， 
作为 一 个 简单 例子 , 我 们 求 函 数 f(z) = 3(cos(rz) + 1) 的 周期, 其 中 , 为 可 以 储 
存 于 3 个 量子 比特 的 寄存 器 中 的 整数 , 这 里 N 二 23 = 8. 该 函数 f(z) 可 以 等 于 0 或 者 1 
因此 , 可 以 把 它 储存 在 一 个 单 量子 比特 的 寄存 器 中 . 因为 当 z 为 伪 数 时 f(z) = 1, 而 
为 奇数 时 f(z) = 0, 周期 应 该 为 r = 2. 我 们 的 任务 是 用 周期 搜索 算法 来 确定 这 一 周 
期 . 为 此 , 我 们 从 基准 态 l000)|0) 出 发 , 构造 态 (3.168), B 
zO LFC) + 11) 1A) + 12) LF(2)) + 13) LF(3)) 
+44) |F(4)) + 15) LF(5)) + 16) LF(6)) + ICY). (3.171) 
然后 我 们 测量 第 2 个 寄存 器 , 比如 说 得 到 结果 0. 于 是 , NRA 
3 (1) + 13) +15) + }7)) Joy, (3.172) 


其 中 , x = 1,3,5,7 是 使 得 函数 f(z) = 0 的 值 . 从 现在 起 , 我 们 不 再 用 第 2 个 寄存 器 , 并 
AST. 接着 , 利用 在 3.11 节 中 所 讨论 过 的 量子 傅 里 叶 变换 , 将 之 应 用 到 第 个 
寄存 器 上 , 得 到 以 下 变换 : 


1 om 
|x) = —= > ets/8 |k). (3.173) 
x VPA 
结果 , 得 到 波 函 数 


2 
+3 (10) + ei3™/4|1) 十 eiS™/4|2) Het ei21™/4|7)) 


VE 
1 


2V8 
+555 (J0) + el"/4/1) + e442) + -+ el89™/417)) . (3.174) 


ab) = = (|0) 十 ei™/4|1) 十 ei2r/4|2) +-+ ei7r/4|7)) 


+ (10) + ei5r/4|1y 十 einor/4|2》 十 .十 eia5r/4|7)) 


容易 验证 , 在 态 |1), |2), 13), 15) [6) 和 |7) 前 面 的 复 振幅 相互 抵消 . 增强 性 相干 只 发 生 
于 态 |0) 和 | 人 的 振幅 . ORE, 我 们 可 以 把 波 函 数 |) 写 成 


IW) = 5 (J0) — |4)). (3.175) 


该 表示 式 与 普遍 公式 (3.170) 是 相符 的 . 最 后 , 对 第 1 个 寄存 器 进行 测量 , 我 们 以 同样 
的 概率 得 到 结果 0 或 4， 在 第 1 种 情况 下 , 没有 办 法 找到 函数 f(z) 的 周期 ", 必须 重复 
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计算 . 而 在 第 2 种 情况 下 , ce/N = Xr, 其 中 c = 4 是 测量 值 . 最 后 , 我 们 把 c/v = 4/8 简 
化 为 不 可 约 分 数 , c/N = Afr = 1/2, 得 到 周期 = 2. 

回 过 头 来 , 我 们 讨论 量子 计算 机 的 效能 . 很 自然 会 问 以 下 问题 : 为 什么 量子 计 
算 在 因子 分 解 问题 上 ( 相 比 于 任何 已 知 的 经 典 算法 ) 能 够 取得 指数 式 增 速 , 而 对 于 搜 
索 问题 增 速 只 是 二 次 方 的 ?为 了 帮助 理解 这 一 点 , 我 们 在 此 给 出 一 个 直观 的 论证 . 
搜索 问题 是 一 个 典型 的 无 结构 问题 , 因为 我 们 是 在 一 个 没有 任何 结构 的 数据 库 中 寻 
找 一 个 条 目 . 幸运 的 是 , 量子 力学 对 于 该 搜索 有 所 帮助 , 对 搜索 速度 给 出 了 重要 的 
二 次 方 提速 . 而 不 幸 的 是 , 这 已 经 是 最 大 增 速 了 . 另外 , Shor 算 法 利用 了 一 个 隐藏 在 
因子 分 解 问题 中 的 特殊 结构 , 该 结构 允许 把 整数 因子 分 解 问题 约 化 为 求 一 个 特定 函 
数 周期 的 问题 . 求 函 数 周期 的 一 个 自然 办 法 , 是 计算 它 的 傅 里 叶 变换 , 而 正如 我 们 
已 经 见 到 的 , 伟 里 叶 变 换 可 以 在 量子 计算 机 上 有 效 地 完成 . 然而 , 我 们 并 不 知道 下 
述 基本 问题 的 答案 , 即 量 子 计 算 机 可 以 有 效 地 模拟 哪 一 类 问题 ? 除了 那些 基于 量子 
傅 里 时 变换 的 问题 之 外 , 量子 计算 机 还 可 以 对 其 他 问题 的 求解 给 出 指数 式 增 速 吗 ? 


3.15 动力 学 系统 的 量子 计算 


本 节 我 们 讨论 利用 量子 计算 机 来 模拟 量子 系统 的 动力 学 演化 . 由 于 希 尔 伯 特 
空间 的 维 数 随 着 粒子 数 的 增加 而 旦 指数 式 增加 , 在 经 典 计算 机 上 模拟 一 个 量子 多 体 
问题 , 是 一 项 很 困难 的 任务 . 例如 , 如 果 我 们 要 模拟 一 个 由 mn 个 HAEA 5 AT 
成 的 链 , 其 希 尔 伯 特 空间 的 维 数 是 2". 也 就 是 说 , 该 系统 的 态 由 2" 个 复数 来 确定 . 正 
如 费 恩 曼 在 20 世 纪 80 年 代 所 注意 到 的 (Feynman, 1982), 由 于 量子 计算 机 本 身 也 是 个 
量子 多 体系 统 , 对 其 内 存 的 需求 量 呈 线性 增加 . 例如 , 要 模拟 n 个 Ae; 的 粒子 , 我 
们 只 需要 n 个 量子 比特 . 就 这 一 点 而 言 , 一 台 只 有 几 十 个 量子 比特 的 量子 计算 机 , 就 
可 以 超出 一 台 经 典 计算 机 . 当然 , 只 有 当 我 们 能 够 找到 一 个 有 效 的 量子 算法 , 并 且 
可 以 有 效 地 从 量子 计算 机 中 提取 有 用 的 信息 , 这 才能 实现 这 一 预期 . 在 本 节 稍 后 的 
部 分 , 我 们 将 针对 一 个 特定 的 量子 算法 来 讨论 这 一 问题 . 

3.15.1 薛 定 谓 方 程 的 量子 模拟 

为 具体 起 见 , 我 们 考虑 一 个 粒子 的 一 维 量子 运动 (对 于 更 高 维 的 推广 是 直 截 了 

当 的 ). oz ay REST BR: 


if à ylas, t) = H ylz, t), (3.176) . 
其 中 , nea TLE 
2 d? 
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哈密 顿 量 Bo = —(h?/2m) dydz2 决 定 粒 子 的 自由 和 运动, 而 Y(z) 是 一 个 一 维 势 . BE . 
拥有 有 限 资源 的 量子 计算 机 上 (有 限 个 量子 比特 以 及 有 限 的 量子 逻辑 门 序列 ) 求 解 
该 方程 , 首先 需要 将 连续 变量 z 和 t 离 散 化 . 如 果 运 动 局 限于 一 个 有 限 区 域内 , 比如 
说 -ad < z <d, 可 以 将 该 区 域 分 成 2* 份 长 度 为 4A = d/r HKE, 并 用 拥有 mn 个 量子 
比特 的 寄存 器 的 希 尔 伯 特 空间 来 表示 这 些 区 间 ( 这 意味 着 , 离散 步 长 随 着 量子 比特 
的 数目 的 增加 呈 指 数 式 减少 ). 这 样 , 波 函 数 |w(t)) 近 似 为 


2”—1 2”—1 


D= D eHh = D veti), (3.178) 
i=0 i= 
其 中 
a= —d+ (: + 3 A, (3.179) 


|i) = |in—1) 8 lin-2) ® -O lio) 是 n 个 量子 比特 寄存 器 的 计算 基 矢 态 ， 


an. 
N= XO lw(zi, t)? (3.180) 
?一 0 


是 波 通 数 的 归 一 化 系数 . 直观 上 可 以 看 出 , 当 离 散步 长 小 于 系统 运动 的 最 小 尺度 时 ， 
| 办 是 ly) 的 一 个 好 的 近似 . . 

我 们 在 2.4 节 中 看 到 , 薛 定 谓 方程 可 以 按 如 下 方法 进行 积分 , 即 对 每 个 时 间 步 
长 e 使 初始 波 函 数 %(z， 0) 作 如 下 演化 : 


a(x, t+ e) =e k Hot V (le (a, t). (3.181) 


如 果 时 间 步 长 < 是 够 小 , 以 至 于 e? 项 可 以 忽略 , 则 


e- h [Ħo+V(£)] En e7 k Ho €e- kV (2) E (3.182) 


上 述 方程 称 为 Trotter 分 解 . AA HAV Rt, 该 方程 只 精确 到 ce 项 . 方程 (3.182) 
右边 的 算 符 仍然 是 么 正 的 , 但 是 比方 程 左边 的 要 简单 得 多 ， 而 且 在 很 多 有 意思 的 物 
理 问 题 中 它 可 以 在 量子 计算 机 上 有 效 地 实现 . 我 们 需要 利用 在 3.11 节 中 得 到 的 一 
个 结果 , 即 健 里 叶 变 换 可 以 在 量子 计算 机 上 有 效 地 进行 . 我 们 记 k 为 变量 z 的 共 思 变 
量 , 即 _ild/dz) = FIEF, 其 中 FF 是 传 里 叶 变 换 . 这 样 , 我 们 可 以 把 方程 (3.182) 右 边 
的 第 1 个 算 符 写 成 


R? k2 


e itoe poeti Cm) F, (3.183) 


在 这 个 表达 式 中 , 利用 傅 里 叶 变换 我 们 从 xz 表象 过 渡 到 ki 表象 . 在 k 表 和 象 中 ， 该 算 符 
是 对 角 的 . 然后 , 利用 逆 傅 里 叶 变换 下 -! 回 到 z RR. 在 z 表象 中 , 算 符 exp( 一 iY (x)e/h) 
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是 对 角 的 . 为 了 从 初始 波 函 数 y(zx,0) 得 到 t = le AIR R(E, t), 可 以 应 用 ! 次 
下 述 么 正 算 符 : aa 
Flett CE) pe iVe, (3.184) 


因此 , BREEDER, 可 以 被 简化 为 实施 傅 里 叶 变 换 以 及 下 面 形 式 的 
对 角 变 换 : . 
jz) 一 elf) Ja), (3.185) 


其 中 , c 是 某 实 常数 ， 请 注意 ， FEA (3.185) HE PERE BRE Xt exp(—iV (x)e/hi) 的 
计算 中 , 也 出 现 于 在 k 表 和 象 中 对 算 符 exp( 一 ifoe/ 用 的 计算 中 . 傅 里 叶 变 换 的 构造 在 
3.11 节 中 讨论 过 , 它 需 要 Ofn2) 个 基本 量子 逻辑 门 (Hadamard 门 和 受 控 相 移 门 ). 可 以 
利用 一 个 辅助 量子 寄存 器 | 力 。, 通过 下 列 步 又 来 进行 (3.185) 的 量子 计算 : 


|0)a ® |x) — |f (2))a ® |x)  e'°F) | f(z))q ® |x) 
+ &F® 10) ® |x) = |0)。 B eO |i). (3.186) 


其 中 , 第 1 步 是 一 个 标准 函数 计算 , 如 我 们 在 3.7 节 中 所 讨论 过 的 ， 它 可 以 通过 O(2") 个 
广义 Cn- 非 门 来 实现 . 如 果 函 数 f(z) 有 某 种 结构 , 那么 , 还 可 能 以 更 有 效 的 方式 (如 "的 
多 项 式 ) 来 实现 此 计算 . 对 于 量子 力学 问题 里 经 常 考虑 的 势 V(x)， 情况 就 是 这 样 ， 
式 (3.186) 中 的 第 2 步 是 变换 |y)。 一 Mya, 可 以 在 m 个 单 量子 比特 相 移 门 上 实现 ， 
其 中 m 是 辅助 寄存 器 中 量子 比特 的 数目 . 事实 上 , 对 于 整数 y e (0,27 -— 1], 我 们 可 


以 将 ， 的 二 进 制 分 解 写 成 y = 后 y2, Hby © {0,1}. BORE, 


m—1 


m—1 
‘exp(iy) = exp ( D icy!) = IJ exp(icy;2/) , (3.187) 

j=0 j=0 
即 为 m 个 单 量 子 比特 门 的 乘积 , 其 中 每 个 门 只 对 一 个 量子 比特 有 实质 的 作用 . 具体 
而 言 , 第 ;个 门 实施 变换 |yy)。 一 expGicy;27)|yi)as 其 中 , [usa € {10), 11} 是 第 7 个 畏 
助 量子 比特 的 计算 基 矢 . 该 相 移 门 的 矩阵 表示 是 


j\ 一 I 0 . 
R2(c2i) = E | (3.188) 


式 (3.186) 中 的 第 3 步 只 是 第 1 步 的 反 演 ， 可 以 利用 与 第 1 步 相同 的 逻辑 门 序列 来 
实现 , 只 需要 把 次 序 颠 倒 一 下 即 可 . 第 3 步 之 后 ， 辅助 量子 比特 回 到 它们 原来 的 
标准 配置 |0)。 这 样 , 同样 的 辅助 量子 比特 可 以 在 各 步 重复 使 用 . 

要 注意 , 辅助 量子 比特 的 数目 m 决 定 了 计算 对 角 算 符 (3.185) 的 精度 . 事实 上 ， 
式 (3.185) 中 的 函数 f(z) 被 离散 化 了 , 可 以 取 2™ 个 不 同 的 值 . 已 经 证 明 (Strini,2002)， 
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对 于 标准 的 量子 力学 问题 (如 一 维 简 谐 与 非 简 谐 振子 , 高 斯 波 包 在 不 同 势 全 上 的 透 
射 和 反射 等 ) 进 行 是 够 精度 的 模拟 , 只 需要 用 少量 的 量子 比特 (n ~ 10) 将 坐标 > 离散 
化 再 加 上 少量 的 辅助 量子 比特 (rm s 10) 即 可 . 

在 3.15.2 节 和 3.15.3 节 , 我 们 讨论 两 个 有 趣 的 动力 学 体系 , 即 面 包 师 映射 和 锯齿 
映射 ， 在 量子 计算 机 上 对 它们 进行 模拟 , 不 需要 辅助 量子 比特 . 在 这 两 个 模型 中 ， 
用 3 ~ 10 个 量子 比特 和 拖 十 至 几 百 个 量子 逻辑 门 , 就 可 以 研究 有 趣 的 物理 现象 8. 


3.15.2* ”量子 面包 师 映 射 


本 节 我 们 证 明 , 量子 面包 师 映射 可 以 在 量子 计算 机 上 以 一 种 特别 简单 且 有 效 的 
方法 来 模拟 . 用 Schack 提 出 的 量子 算法 来 计算 量子 面包 师 映射 的 动力 学 演化 , 比 任 
何 已 知 的 经 典 算法 要 快 指数 倍 . 

经 典 面包 师 映 射 按 下 述 方式 将 单位 正方 形 0 < gp < 1 映射 到 它 自己 : 


1 1 
(gq,p) > (3, P) = ] 1 1 (3.189) 
(29-1, 5p +5): 如 果 3 <a<l. 


这 相当 于 把 正方 形 在 p 方 向 压缩 、 在 gq 方向 拉 伸 , 然后 , 沿 z 方 向 切 开 , 最 后 , 把 一 块 堪 
在 另 一 块 的 上 面 , 就 像 面包 师 揉 生 面团 一 样 . 请 注意 , 映射 (3.189) 是 保 面积 的 , 面包 
师 映 射 是 经 典 混沌 的 一 个 典型 模型 . 确实 , 面包 师 映 射 具有 对 初始 条 件 的 敏感 性 这 
一 经 典 混沌 的 特点 , 即 对 初 条 件 的 任何 微小 偏离 都 会 被 指数 式 放大 . 换 句 话说 , 两 
条 相 邻 的 轨道 按 指数 式 分 开 , 其 分 离 速 度 由 最 大 李 雅 普 诺 夫 (Lyapunov) 指 数 ^ 给 出 ， 
这 里 , 李 雅 普 诺 夫 指 数 的 定义 为 
jm tim af 

A= hes Foen t nS) , (3.190) 
其 中 ,离散 时 间 t 由 映射 迭代 的 次 数 给 出 ， 而 5() = vée) + pO. ATH 
算 5g(t) 和 sp 人 ,我 们 对 映射 (3.189) 取 微分 , 得 


og] [ög] 12 ©} | oa 
四 =M 四 = Ek | Hi (3.191) 


SORRA IIRA, HBbq(0)ANGp(0) RR. HEME PRR HE 
阵 , 其 本 征 值 为 us = 2 和 jz = 2, 不 依赖 于 坐标 9 和 p. 在 这 种 情况 下 , 最 大 李 雅 普 诺 
大 指数 为 二 nj 二 In2. 其 动力 学 不 稳定 性 在 各 处 是 均匀 的 , 在 p 方 向 导致 压缩 而 
在 (方向 引起 拉 伸 ， 


O S ao 
@ 有 趣 的 是 , 如 在 3.10 节 中 所 看 到 的 ， Grover 的 搜索 算法 包含 了 一 个 么 正 算 符 的 迭代 . 该 选 代 的 每 一 步 

将 量子 计算 机 的 态 映 射 到 一 个 新 的 态 .如 果 该 离散 时 间 的 送 代 运 算 被 适当 重复 ， 则 检测 到 被 标记 条 目的 概率 

就 会 接近 于 1， 与 Grover 算 法 相关 联 的 动力 学 , 具有 有 趣 的 相 空间 表示 , 文献 [121] 中 对 此 有 所 讨论 . 
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面包 师 有 映射 可 以 按照 Balazs 和 Voros(1989), 以 及 Saraceno(1990) 中 所 给 出 的 方 
式 量子 化 . 我 们 引入 位 置 q 和 动量 p 算 符 , 记 它们 的 本 征 态 为 |a;) Apr), 相应 的 本 征 
值 分 别 为 g; = j/N 和 pk = k/N, 其 中 , j,k 二 0,… ,入 一 1, 而 N 是 希 尔 伯 特 空间 的 维 
数 . 单位 正方 形 代表 相 空间 , 为 使 之 能 够 容纳 N 个 能 级 , 必须 满足 条 件 27h = 1/N°. 
BUN = 2", 其 中 nn 是 在 量子 计算 机 上 模拟 量子 面包 师 映 射 所 用 的 量子 比特 数 . 位 置 
基 矢 {jgo),… ,|gn-1)} 和 动量 基 矢 {|po),… ,|pw-1)} 之 间 的 变换 , 为 一 个 离散 健 里 叶 
AS He Fn, 其 定义 如 下 : 


(gx|Fnlg;) = F op( 7) . (3.192) 
可 以 证 明 , 量子 化 的 面包 师 映 射 可 以 由 以 下 变换 来 定义 (Balazs and Voros, 1989): 
| 一 I$) = Tle), (3.193) 


其 中 , | 田代 表 对 | 内 实施 一 次 映射 后 所 得 到 的 波 矢 . 可 以 在 位 置 基 矢 {lq;)} 上 定义 量 
子 面包 师 映 射 的 么 正 变换 了 T, 表示 式 为 


Fa 0 
rore] i | (3.194) 


其 中 , 五,_1 是 方程 (3.192) 所 定义 的 离散 传 里 叶 变 换 . 
么 正 变换 T 可 以 在 有 n 个 量子 比特 的 量子 计算 机 上 实现 . 我 们 可 以 将 T 写 为 


T= F7! (I Q Fa-1), (3.195) 


其 中 , 已 _ 作用 于 nm - 1 个 非 最 重要 的 ( 即 与 较 后 位 的 数字 相 联 系 的 ) 量 子 比特 上 , 而 
恒 等 算 符 7 作 用 于 最 重要 的 (与 最 前 位 的 数字 相 联系 的 ) 量 子 比特 上 . 因为 傅 里 叶 变 
换 玉 可 以 在 量子 计算 机 上 很 有 效 地 用 O(n2) 个 基本 逻辑 门 来 实施 , 所 以 ， 量子 计算 
机 可 以 有 效 地 模拟 量子 面包 师 映 射 , 每 一 次 迭代 只 需要 O(m2) 个 逻辑 门 - 请 注意 ， 模 
拟 傅 里 叶 变换 的 最 佳 经 典 算法 , 即 快速 傅 里 叶 变 换 ， 需要 O(n2") 个 基本 人 逻辑 门 操作 : 
因此 , 与 任何 经 典 计算 相 比 , 利用 量子 计算 机 来 模拟 面包 师 映射 的 动力 学 ， 所 获得 
的 增益 是 指数 式 的 . 


3.15.3* ”量子 锯齿 映射 


锯齿 映射 是 研究 经 典 和 量子 动力 学 系统 的 一 个 典型 模型 它 展示 了 丰富 而 有 
趣 的 物理 现象 , 从 完全 混沌 到 完全 可 积 , 从 正常 扩散 到 反常 扩散 ， 以 及 动力 学 局 域 . 
化 、 康 托 环 面 (cantori) 局 域 化 等 . 此 外 ， 对 于 在 经 典 和 量子 混沌 领域 中 的 一 个 著名 


O 此 处 的 不 是 物理 的 普 朗 克 常量 , 而 是 某 种 等 效 的 普 朗 克 常 数 , 一 一 译 者 注 . 
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模型 , 即 一 个 在 球场 形 台球 桌 中 运动 的 粒子 , 锯齿 映射 也 可 以 给 出 一 个 很 好 的 近似 . 
本 市 我 们 证 明 , 量子 计算 机 可 以 有 效 地 模拟 锯齿 映射 . 
就 分 类 而 言 , 锯齿 映射 属于 具有 下 述 哈密 顿 量 的 周期 驱动 动力 学 系统 : 


P = 
H(0,I;7) => +V (0) X ôr- jT), (3.196) 
5 一 一 oo 
其 中 , (7,9) 是 共 轿 的 作用 量 - 角 变量 (0 <0 < 2n). 此 哈密 顿 量 由 两 项 组 成 , H0, J; 7) 
= H(I) +U(6;7), 其 中 , Ho) = 722 是 自由 转子 的 动能 , 对 应 于 一 个 粒子 在 由 参 
数 g 所 定义 的 圆 上 的 运动 , 而 


U(0;7) =V(6) > 8l — jT) (3.197) 


代表 在 间隔 为 ?的 时 刻 瞬 间作 用 于 粒子 上 的 力 . 因此 , 我 们 称 由 哈密 顿 量 (3.196) 所 
描述 的 动力 学 是 受 击 的 . 相应 的 哈密 顿 运动 方程 是 

. 6H av@ {5 ， 

了 三 一 一 一 一 一 一 一 一 oT —4T ; 

| 00 dé 2 (97) (3.198) 

. OH . 
这 些 方程 很 容易 被 积分 求解 , 其 结果 为 , MIET (在 第 ! 个 冲击 之 前 ) 到 时 间 候 十 
UT-( 在 第 (! + TD) 个 冲击 之 前 ) 的 时 间 演 化 由 下 列 映射 给 出 : 

ae 


6=6+TT, 


(3.199) 


其 中 , F(6) = —dV(6)/do 是 作用 于 粒子 上 的 力 . 

下 面 , 我 们 考虑 特殊 情况 V(0) = -k0 一 7)?/2. 该 映射 被 称 为 锯齿 映射 , 这 是 
因为 由 于 9 的 周期 性 , 作用 力 F(b) = —dV(0)/d0 = k(9 — 如 是 锯齿 状 的 , 在 9 = 0 处 
具有 不 连续 性 . 重新 标 度 变量 , 1 一 J = TT, 则 经 典 动 力学 只 依赖 于 参量 K = kT. 
事实 上 , 在 变量 (J.0) 下 , 映射 (3.199) 变 成 了 


人 


ĝ=0+J. 


(3.200) 


对 于 锯齿 映射 , 也 可 以 像 上 一 节 中 所 讨论 的 面包 师 映 射 那样 ， 作 其 稳定 性 分 析 . 对 
映射 (3.200) 求 微分 , 得 


8 -M ðJ _ 1 K 
50 00 1 14k 


5J 
H . (3.201) 
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稳定 性 矩阵 MX 的 本 征 什 为 ha = 3(2 + K + VRIFIR). 当 -4 < K < 0 时 , 两 个 本 
jie cee Sher Ay, 而 当天 < -4K > 0 时 , 它们 是 实数 . 因此 , 当 -4 < KK < 0 时 , 经 
典 运 动 是 稳定 的 , MAK < -4 或 者 K > OM, 运动 为 完全 混沌 的 ?. 

我 们 可 以 在 柱 面 (J es (一 oo, 二 oo0)) 上 研究 锯齿 映射 (9 方向 为 网 ), 也 可 以 将 柱 
面 闭合 起 来 形成 一 个 长 度 为 2rz 的 环 面 ， 其 中 ，7 是 整数 ， 以 保证 当 .7 到 模 2r 了 时 ， 
式 (3.200) 的 第 2 个 方程 不 会 引起 不 连续 性 . 对 于 大 于 0 的 五 , 该 映射 在 作用 量 (动量 ) 变 
量 上 具有 正常 扩散 . 尽管 锯齿 映射 是 一 个 确定 性 系统 ,就 实际 效果 而 言 ， 轨道 在 
动量 方向 上 的 运动 跟随 机 行走 没有 件 么 区 别 . 因此 , 分 布 函 数 f(J,) 随 时 间 的 演化 
由 Fokker-Planck 方程 描述 


af 9 /1,6f 
=a (5255) (3.202) 
这 里 i = 7/T 是 以 迭代 周期 为 单位 的 离散 时 间 , 而 扩散 系数 DD 的 定义 为 
D = lim ‘ATO))) (3.203) 


上 一 co t ý 


其 中 AJ = J-J) 而 (…) 代表 对 于 一 个 由 轨道 所 组 成 的 系 综 求 平均 ， 如 果 
在 t = 0 时 , 相 空 间 中 的 分 布 为 初始 动量 是 矿 、 而 相位 在 0 < 9 < 2r 随 机 分 布 , 那么 ， 
Fokker-Planck 方程 (3.202) 的 解 为 


1 (J — Jo)? 
f(t) = Janda ep(- 5 De ) . (3.204) 


其 中 高 斯 分 布 的 宽度 随时 间 按 以 下 方式 增长 : 
(AJ(¢))?) ~ D(K)t. (3.205) 


对 于 大 于 1 的 KK, 扩散 系数 可 以 利用 随机 相位 近似 而 近似 求 得 . 这 里 , 随机 相位 近似 
是 指 假设 在 不 同时 间 的 角度 (相位 )6 之 间 没 有 关联 ,于 是 


1 2m 2 1 2n 2 2 n? 2 
DK)» 5 | dO(AJs) = 去 上 a6 K2(0 — 0)? = ERP, (3.206) 


其 中 , Ay, = J- J 是 单 次 映射 后 作用 量 的 变化 . 当 0 < K < 1 时 , 存在 破裂 的 环 
面 ( 称 为 康 托 环 面 )， 轨道 在 其 附近 运动 时 就 像 粘 在 上 面 似 的 , 这样 , 扩散 速度 被 减 
BT. 在 这 种 情况 , D(K) = 3.3 天 5/2( 这 个 方面 的 讨论 参见 Dana 等 (1989)). 4-4 < 
K < 0 时 , 运动 是 稳定 的 , 相 空间 具有 由 椭圆 岛 所 组 成 的 复杂 结构 , 在 越 来 越 小 的 下 
度 上 仍然 如 此 , 这 时 人 们 可 以 观察 到 反常 扩散 , 即 ((A7)?) x t”, 其 中 A 1 (例如 ， 
“4K = -0.1 时 ; a = 0.57). 特别 地 , MK = 一 1, 一 2, 一 3 时 ， 系统 是 可 积 的 . 

D 最 大 李 雅 普 诺 夫 指 数 为 = nny (K > 0), à = inju] ( K < -4), 以 及 A = 0 (在 稳定 区 域 ， 


-4< K <0). 
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利用 通常 的 量子 化 规则 , 6 OM 一 了 = -ia/66, 我 们 可 以 得 到 锯齿 喘 射 的 量 
子 描述 ( 设 = 1). 一 次 迭代 的 量子 演化 , 由 作用 于 波 应 数 y 上 的 么 正 算 符 U 来 描述 : 


_ 《十 1) 一 
p=uy=ep(-i f arH(@,17) )¥, (3.207) 


其 中 , HERREG.) AASV) REE TARE, 我 们 有 下 
面 的 结果 : 
她 — e~ iT1?/2 e iV (0) Y= e` iTI”/2 eik(@—1)7/2 ab. (3.208) 

可 以 引 人 等 效 普 朗 克 常量 , ieg = 大 各, 而 经 典 极限 对 应 于 一 co 和 T 一 0、 同 时 保 
FEK = 1 为 常数 . 

下 面 我 们 来 描述 一 个 具有 指数 式 效率 的 模拟 映射 (3.208) 的 量子 算法 . 该 算法 以 
在 动量 和 角度 基 矢 之 间 的 向 前 /向 后 量子 依 里 叶 变 换 为 基础 ， 此 方法 很 方便 , 因为 
方程 (3.207) 所 引信 的 算 符 U 是 两 个 算 符 D = eiO- AU = e-i77/2 的 著 积 , € 
们 分 别 在 9 表象 和 I 表象 上 是 对 角 的 .， 对 于 每 一 步 映射 , 该 量子 算法 需要 执行 下 面 几 
个 步骤 : 

(1) HU, EATE RAYO). EU, SB OT OT eT 
把 6 写成 二 进 制 表示 


nm 
8 一 2 o2, (3.209) 
一 


其 中 ,ww c {0,1}, n 是 量子 比特 的 数目 , 而 量子 锯齿 映射 的 总 能 级 数 是 N = 2". 从 
上 面 的 展开 式 , 我 们 得 到 


= Oj, 1 Qj, 1 
(2 一 m)? = An? ,和 (Se 一 x) (3 一 x) . (3.210) 
把 这 一 项 代入 么 正 算 符 Uh, 可 以 得 到 分 解 
eik(9—7) /2 一 Il exp| inh (5 — >) ($2 一 去 )| ， (3.211) 


jiJj2=1 


它 为 n2 个 双 量 子 比 特 门 ( 受 控 相 移 门 ) 的 乘积 , 每 个 门 仅仅 有 效 地 作用 于 量子 
比特 六 Aj 在 计算 基 矢 态 flay, aja) = |00), 01), |10), |11)} 上 , 每 个 双 量 子 比 特 


O 更 经 常 的 做 法 是 引入 jee = AT(5 一 般 取 为 1). 一 一 译 者 注 . 
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PA) LAF Mexp(i2n?kD,;, g) XED g ZV AE 


5 0 0 0 
0 -二 (二 二) 0 0 
Dirja = andere an 1 1 1 . (3.212) 
0 0 一 一 (一 -一 一 0 
mB Im 7 | 
0 0 0 


(Sir ~ an) (a ~ Bn) 

(2) 利用 量子 传 里 叶 变 换 , 我 们 可 以 从 6 表象 变 到 I 表象 . 正如 已 经 知道 的 , 量子 
侍 里 叶 变换 需要 n 个 Hadamard 门 和 n(n — 1 个 受 控 相 移 门 . 

(3) BAU IRE PRES, 每 Ui 在 0 表象 中 的 形式 实质 上 相同 , 因此 , 与 广 
程 (3.211) 类 似 , 它 可 以 被 分 解 成 a2 个 受 控 相 移 门 

(4) 作 反 傅 里 叶 变换 , 我 们 又 回 到 起 初 的 表象 中 . 
因此 , 总 的 来 说 , 上 述 量子 算法 对 于 每 一 步 映 射 需要 3n2 + n 个 逻辑 门 (3n2 一 n 个 受 
控 相 移 门 和 2n 个 Hadamardf) 将 该 数目 与 在 经 监 计算 机 上 上 用 快速 傅 里 叶 变换 模拟 
一 次 选 代 所 需 的 操作 数 Otn . 2") 相 比较 , 我 们 看 到 , 用 量子 计算 机 模拟 量子 锯齿 映 
射 的 动力 学 要 比 用 任何 经 典 算法 的 模拟 快 指数 倍 . 请 注意 , 用 量子 计算 机 模拟 量子 
锯齿 映射 的 动力 学 演化 , 其 所 需 的 资源 与 系统 的 大 小 N 是 对 数 关 系 . 当然 , 下 面 的 
问题 是 如 何 从 量子 计算 机 的 波 函 数 中 获取 有 用 信息 , 这 将 在 3.15.4 节 中 讨论 . 


3.15.4* ”动力 学 局 域 化 的 量子 计算 


对 于 其 经 典 对 应 系统 具有 混沌 运动 的 量子 系统 而 言 , 最 为 有 趣 的 量子 现象 之 一 
是 动力 学 局 域 化 . 该 现象 是 指 量子 相干 效应 抑制 经 典 的 动量 混沌 扩散 行为 , 从 而 导 
致 波 函数 的 指数 式 局 域 化 . 该 现象 首先 在 量子 受 击 转子 模型 中 被 发 现 与 研究 过 , 它 
与 电子 在 无 序 材料 中 的 安德森 (Anderson) 局 域 化 现象 有 着 深刻 的 相似 性 , 并 且 已 经 
在 Rydberg 原 子 的 微波 电离 化 实验 以 及 冷 原子 实验 中 观察 到 . 

动力 学 局 域 化 可 以 在 锯 仑 映射 模型 中 予以 研究 ,为 此 ， 我 们 可 以 在 柱 面 (I < 
(一 00, 十 o0)) 上 研究 映射 (3.208). 然而 ， 由 于 (量子 和 经 典 ) 计 算 机 的 内 存 有 限 , 我 们 必 
须 在 有 限 个 能 级 N 处 截断 该 柱 面 . 与 其 他 量子 混沌 模型 类 似 , 在 锯齿 映射 中 , 在 破 
dkat H (break timejt* 之 后 , 量子 相 干 性 会 抑制 经 典 混沌 扩散 . #* 的 近似 表达 式 为 


t* œ D = (n7/3)k?, (3.213) 


其 中 ，D 是 以 能 级 数目 来 衡量 的 经 典 扩散 系数 ，((Am)?) = Dt, 7 是 7 的 本 征 值 ， 
Blim) = mim). ZEBRA Zia, 系统 在 动量 本 征 态 上 的 概率 分 布 函数 旦 指 
HRB 


amz ml] , (3.214) 


Win = nlp) = 5 l- 
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其 中 , mo 是 初始 动量 . 因此 , Et > ta, RAV Am) ~ 4 个 能 级 被 占据 , 而 平 
均 概率 分 布 的 局 域 化 长 度 t 大 约 等 于 经 典 扩散 系数 


xD. (3.215) 


这 样 , 如 果 f 小 于 系统 的 尺度 N, 那么 , 量子 局 域 化 就 可 以 被 观测 到 . 图 3.27 中 的 例 
子 显示 , 利用 n = 6 个 量子 比特 就 可 以 清楚 地 看 到 指数 式 局 域 化 现象 . 


log Wa 


! i : 1 1 | L 
-30 —20 -10 0 10 20 30 


图 3.27 锯齿 映射 在 动量 基 上 的 概率 分 布 
n= 6 为 量子 比特 数 , k= V3, K= V3, 初始 动量 mo = 0. 实 线 的 时 间 平均 取 于 区 间 10 < + < 20, 虚线 的 取 
于 区 间 290 < t < 300. 直线 是 用 公式 Wm œ exp(—2|m|/2) SERA, 给 出 局 域 化 长 度 4 = 12. 图 中 的 对 数 
以 10 为 底 . 该 图 取 自 Benenti 等 (2003) 


再 次 强调 , 量子 计算 机 的 内 存 容量 随 着 量子 比特 的 数目 呈 指 数 增长 , 即 能 级 的 
数目 为 N=27. 因此 , 即使 只 用 不 到 40 个 量子 比特 的 量子 计算 机 ， 就 可 以 进行 现今 超 
级 计算 机 所 无 法 达到 的 模拟 计算 . FERRY Ele, 在 动量 本 征 态 上 的 概率 分 布 
确实 是 指数 衰减 的 .图 3.27 显 示 , 在 t = * 时 出 现 了 有 具 有 量子 涨 落 的 指数 式 局 域 分 
布 , 在 那里 , 通过 对 几 次 映射 的 平均 ， 量子 涨 落 已 经 被 部 分 地 平滑 掉 了 , 从 图 3.27 中 
可 以 看 出 , 刚刚 到 达 #* 时 的 概率 分 布 ( 实 线 ) 与 更 长 一 些 时 间 t = 300 = 25#* 时 的 概 
率 分 布 (虚线 ) 大 体 接近 , 因此 ， 我 们 称 该 分 布 在 时 间 上 被 “冻结 "了 .此 时 ,局 域 化 
KEE x 12, 经 典 扩散 在 破 缺 时 间 t 心 4 = D 之 后 被 抑制 . 注意 , 扩散 系数 D ~ 
(r2/3)12 =~ 9.9, 这 与 式 (3.213)~ 式 (3.215) 所 给 出 的 佑 计 是 一 致 的 . 计算 到 {时 间 量 
级 的 量子 计算 , 所 需要 的 单 、 双 量子 比特 门 的 数目 为 Ns ~ 3n24 ~ 10°. 
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现在 我 们 要 讨论 的 是 , 在 利用 量子 计算 机 对 锯齿 映射 的 动力 学 进行 模拟 之 后 ， 
邵 何 从 其 结果 中 获 到 信息 ( 即 局 域 化 长 度 ). 为 此 , 我 们 可 以 多 次 重复 运行 量子 算法 ， 
每 次 都 到 达 一 个 大 于 刀 的 时 间 t 这 样 , 就 能 够 测 得 局 域 化 长 度 . 具体 而 言 , 每 将 算法 
运行 一 次 之 后 , 得 到 寺 刻 的 波 函数 


(w(t) = $5 d(m, t) [m) (3.216) 


其 中 , lm) 是 动量 本 征 态 , 然后 , 在 计算 (动量 ) 基 矢 上 进行 一 次 标准 投影 测量 , 以 概率 
Wa = KpE? = m (3.217) 


测 到 结果 元 ， 可 以 先进 行 第 一 组 测量 , 给 出 对 分 布 Wm 的 方差 (人 Am)? 的 一 个 粗略 估 
+t, 该 VIAm 六 给 击 了 局 域 化 长 度 { 的 初步 估计 . 然后 , 我 们 重复 运行 量子 算法 并 测 
量 , 再 对 得 到 的 结果 , 以 im «le AmA RE, BAW, WEA. 最 后 , 对 这 
一 (在 动量 基 上 的 ) 粗 粒 化 分 布 进行 指数 衰减 拟 合 , 即 可 得 到 局 域 化 长 度 . 基本 的 统 
计 理 论 告诉 我 们 , 按照 这 种 方式 , 在 计算 机 上 运行 1/z2 次 之 后 , 所 得 到 的 局 域 化 长 
度 的 精度 约 为 v 有 趣 的 是 ,由 于 直方 图 的 宽度 取 5m 即 可 , 该 算法 只 需要 做 粗 粒 化 的 
测量 、 并 产生 一 个 粗 粒 化 的 分 布 就 足够 了 ， 也 就 是 说 , 可 以 只 测量 那些 较 重 要 的 量 
子 比 特 , 而 忽略 那些 其 所 产生 的 测量 精度 低 于 粗 粒 化 精度 sm 的 量子 比特 . 因此 , 算 
法 运行 以 及 测量 的 次 数 都 不 依赖 于 4 

现在 我 们 到 了 关键 之 处 , 即 要 估计 与 经 典 计 算 机 相 比 、 量 子 计 算 机 在 计算 局 域 
化 长 度 方面 的 增益 如 何 . 首先 , 我 们 回忆 一 下 前 面 的 一 个 结果 ， 即 为 了 得 到 局 域 化 的 
分 布 , 需要 做 大 约 # ~ 次 映射 迭代 ( 见 式 (3.213) 和 式 (3.215)). 这 一 点 , 在 目前 的 量 
子 算法 和 经 典 算 法 中 都 如 此 . 为 了 得 到 关于 局 域 化 的 信息 , 对 于 基 矢 数 的 一 个 合理 
选择 为 N x (例如 ，N 为 局 域 化 长 度 的 数 倍 ). 在 这 样 的 情况 下 (N ~ 0), 经典 计算 机 
FEOL log 刀 次 操作 来 获取 局 域 化 长 度 ， 而 量子 计算 机 需要 OCL(log £)?) SEA 
辑 门 . 从 这 个 意义 上 来 说 , 对 于 4 ~ N = 2", 经 典 计算 机 和 量子 计算 机 都 要 做 NN 的 多 
项 式 次 映射 迭代 , 确切 而 言 , 量子 计算 机 对 于 速度 的 提高 是 二 次 式 的 . 然而 , 如 果 固 
REVERB, 应 该 比较 O(t(log N)?) 个 量子 逻辑 门 和 O(tN log N) 个 经 典 逻 辑 门 , 于 
E, 量子 计算 机 得 到 的 速度 增益 是 指数 式 的 . 

对 于 量子 系统 演化 到 一 定时 间 t 的 模拟 ， 其 用 处 之 一 是 研究 如 下 形式 的 动力 学 
关联 函数 : 


C(t) = (y) At (t) BO) Ww) = (WI (Ut) ATO) UP BO) |v), (3.218) 


其 中 , U 是 锯齿 映射 的 时 间 演 化 算 符 (3.207). 同样 ， 我 们 也 可 以 利用 它 来 有 效 地 计算 
量子 运动 的 保 真 度 . 该 保 真 度 f(#)( 也 称 为 Loschmidt 回 波 )， 对 于 研究 量子 运动 在 扰 
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动 下 的 稳定 性 而 言 , 是 一 个 至 关 重 要 的 物理 量 . 考虑 一 个 量子 态 , 它 在 一 个 未 扰动 哈 
密 顿 量 下 演化 一 段 时 间 t, 再 在 一 个 受 扰动 哈密 顿 量 下 反 演 回去 , 则 该 保 真 度 f(t) 可 
以 用 来 度量 其 恢复 的 程度 , 其 定义 为 


f(t) = (WI UP)’ Ur |). (3.219) 


这 里 , 波 矢量 | 在 (3.196) 中 的 哈密 顿 量 太 下 向 前 演化 到 时 刻 t, 然后 在 受 扰动 哈密 
顿 量 玉 下 向 后 演化 (相应 的 时 间 演 化 算 符 为 Vs). 在 锯齿 映射 中 , 扰动 可 以 表现 为 参 
Beha, kok =ke 对 于 大 多 数 在 物理 上 感 兴趣 的 情况 而 言 , 算 符 U 和 Ue 可 
以 在 量子 计算 机 上 有 效 地 模拟 . 对 于 这 类 情况 , 对 量子 运动 的 保 真 度 的 计算 速度 可 
以 取得 指数 式 的 提高 . 对 于 关联 函数 (3.218), 情形 也 类 似 . 


3.16 在 实验 上 的 首次 实现 


量子 计算 所 遇 到 的 巨大 挑战 , 是 在 实验 上 实现 量子 计算 机 . 为 了 达到 这 一 宏伟 
目标 , 有 很 多 条 件 需 要 满足 . 我 们 需要 很 多 可 以 随意 制备 、 操 作 和 测量 的 两 能 级 量 
子 系统 , 也 就 是 说 , 我 们 的 目标 是 能 够 控制 并 测量 一 个 多 量子 比特 的 量子 系统 的 态 . 
一 个 有 用 的 量子 计算 机 必须 是 可 成 规模 的 , 因为 我 们 需要 大 量 的 量子 比特 来 进行 有 
效 计算 . 换 句 话说 , 我 们 需要 量子 的 类 似 于 经 典 计 算 机 中 集成 电路 那样 的 东西 . 如 
果 我 们 想 杰 能 够 实施 一 系列 的 通用 量子 逻辑 门 , WA, 量子 比特 必须 以 可 控制 的 方 
式 参与 相互 作用 , 这 一 点 在 3.16.1 节 将 会 变 得 很 清楚 . 此 外 , 在 实施 众多 量子 逻辑 门 
所 需要 的 时 间 之 内 , 我 们 必须 能 够 控制 大 量 量子 比特 的 时 间 演 化 . 

正如 我 们 将 在 第 6 章 中 所 讨论 的 , 退 相 干 可 以 被 认为 是 实现 量子 计算 机 的 最 大 
障碍 . 这 里 退 相干 (或 量子 相干 性 的 损失 ) 是 指 , 量子 计算 机 与 周围 环境 的 不 可 避免 
的 相互 耦合 所 导致 的 储存 在 量子 计算 机 中 的 量子 信息 的 丧失 . 这 种 耦合 影响 量子 计 
算 机 的 性 能 , 并 且 引 入 计算 误差 . 另外 一 个 必须 考虑 的 误差 来 源 , 是 量子 计算 机 人 硬 
件 的 不 完善 性 . 

如 将 在 第 ?7 章 中 所 要 讨论 的 , 存在 量子 纠 错 码 . 然而 , 成 功 实施 纠 错 程序 的 必要 
条 件 , 是 在 退 相干 时 间 之 内 能 够 完成 很 多 的 量子 门 操作 . 这 里 的 “很 多 ”是 指 10” ~ 
104, 其 确切 数目 取决 于 误差 的 种 类 . 应 该 明白 的 是 , 在 相互 作用 的 多 量子 比特 体系 
中 , 很 难 同时 满足 所 有 上 述 要 求 . 提请 注意 的 一 个 要 点 是 : 量子 计算 机 必须 和 周围 
环境 很 好 地 隔离 , 以 防止 误差 的 产生 , 同时 又 要 容易 接近 , 因为 我 们 希望 操控 它 的 
状态 (制备 、 控 制 演 化 和 读 取 信息 ). 要 同时 满足 这 两 个 相互 矛盾 的 要 求 并 非 易 事 , 因 
为 外 界 所 实施 的 控制 操作 一 般 都 会 引起 与 环境 之 间 的 一 些 并 非 所 需 的 耦合 , 如 量子 
门 的 噪声 . 
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3.16.1 利用 自 旋 量子 比特 实现 的 基本 逻辑 门 


为 理解 在 实验 中 已 经 实现 的 单 双 量子 比特 门 的 背后 的 基本 物理 原理 , 下 面 的 简 
单 例子 很 有 启发 性 . 假设 有 一 个 孤立 的 自 旋 ; 粒 子 (我 们 的 量子 比特 ), 处 于 一 个 静 
磁场 、 外 加 一 个 含 时 的 磁场 之 中 . 该 粒子 可 以 是 电子 或 者 带 自 施 的 原子 核 . 这 样 的 
系统 由 下 列 哈密 顿 量 来 描述 : 


H= ~p{ Hoos + Hı | cos(wt)o2 + sin(wt)oy| } ; (3.220) 


其 中 , MIH BLO AERO NE. 请 注意 , 静 磁场 的 方向 为 z 向 , 而 交 
变 磁 场 在 (z,y) 平 面 上 绕 s 轴 均匀 转动 . 

自 旋 -- 粒子 的 态 ly() 的 演化 可 以 解析 地 计算 出 来 (见习 题 3.23 ) 特别 有 趣 的 
是 共振 条 件 w < wo = —2uHo/h. 当 交 变 场 的 角 频 率 ( 乘 以 问 等 于 (在 只 有 静 磁场 存 
在 情况 下 的 ) 两 个 自 旋 态 之 间 的 能 级 差 时 , BOs = -2pHo, 共振 条 件 得 到 满足 ， 这 
种 情况 下 , 可 以 把 解 写 成 


WE)) = 区 ly(0)) = 67i? 0 ?t/2 [yp(0)), (3.221) 


其 中 ,2 = -2pH1/h 是 拉 比 (Rabi) 频率 . 利用 习题 2.12 的 方法 ， 我 们 可 以 将 方 
程 (3.221) 中 的 么 正 算 符 U 在 计算 基 矢 上 写 出 来 , 得 到 


v= | 0 eens —isin(2t/2) | (3.222) 
o e @*/2 | | isin(2t/2) cos(t/2) 


习题 3.22 解 巷 定 请 方程 
ine W(t) = —p{ Hoo, + Hy [cos(wt)oz + sin(wt)oy]}(y(t)) - (3.223) 
讨论 共振 条 件 w = —2pHo/h. 

在 一 个 给 定 的 时 间 间 隔 r 内 满足 共振 条 件 w = wo 的 交 变 磁场 , 被 称 为 一 个 拉 比 
脉冲 . 需要 强调 的 是 ， 具有 特定 时 间 间 隔 的 拉 比 脉冲 ， 可 以 实现 单 量子 比特 的 量子 
逻辑 门 . 例如 , 考虑 一 个 时 间 间 隔 为 r、 满 足 wr = 7 的 脉冲 ， 从 式 (3.222) 容 易 看 出 , 该 
脉冲 产生 一 个 非 门 (相差 一 个 相 因 子 ). 事实 上 ， 如 果 系 统 的 初始 态 为 |0), 则 它 的 末 
态 为 

je 7/2 V1), (3.224) 
相反 , 如 果 系 统 的 初始 态 为 |1)， 那么 它 的 末 态 为 


—ie™T/? 10) . (3.225) 
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为 了 准确 地 实现 一 个 非 门 , 我 们 可 以 令 wr = (4m 二 Dr 从 而 消除 相位 因子 . 类 似 地 ， 
可 以 产生 任意 单 量子 比特 么 正 变换 . 

到 目前 为 止 , 我 们 讨论 了 单 量子 比特 门 . 为 了 实现 通用 量子 计算 机 , 还 必须 能 
够 实现 双 量 子 比 特 受 控 门 . 为 此 , 我 们 需要 彼此 有 相互 作用 的 量子 比特 . 指出 这 一 
点 非常 重要 . 下 面 的 简单 例子 有 助 于 港 清 这 一 概念 . 考虑 一 个 由 两 个 相互 看 合 的 自 
旋 为 = 的 粒子 所 组 成 的 模型 ， 其 哈密 顿 量 为 


H(t) = H, + Hp(t), (3.226) 


其 中 
五 。 = — (pro? + poo) Ho + Jao?) (3.227) 


TH, 的 是 一 个 含 时 哈密 顿 量 , 描述 一 个 适合 实现 受 控 门 的 脉冲 . H Pee 
述 静 磁 场 印 对 两 个 粒子 的 影响 , 而 Jofc 多 代表 两 个 量子 比特 之 间 的 伊 辛 (Ising) 相 
互 作用 ， 哈 密 顿 量 万 描述 一 个 保守 系统 , 其 本 征 态 就 是 计算 基 矢 态 ， 即 100)，|01) 
|10) 和 |11), 相应 的 本 征 值 分 别 为 


Ego = —(ti + pa)Ho + J, Eo =-—(m — p)Ho- J, 
Ej = (ni—-pa)Ho—J, En= (m t+ue)Hot J. (3.228) 


如 果 我 们 要 实现 一 个 受 控 非 门 , 这 在 无 相互 作用 的 情况 (J = 0) 下 是 不 可 能 的 . 事实 
上 ,在 这 种 情况 下 , 如 果 我 们 实施 一 个 共振 脉冲 , 也 就 是 一 个 频率 为 w = 一 242H0/ 上 的 
交 变 磁场 , 那么 , 我 们 就 会 在 第 2 个 量子 比特 上 引发 跃迁 |0) + |1), 而 与 第 1 个 量子 比 
特 的 态 无 关 . 不 管 第 1 个 量子 比特 的 态 如 何 ,共振 条 件 总 可 以 被 满足 . 相反 , 在 有 相互 
作用 的 情况 下 (J A 0), 如 果 交 变 磁场 的 频率 为 w(.J) = —2(u2Ho + J)/h, 我们 就 可 以 
实现 一 个 受 控 非 门 . 事实 上 , 跃迁 |10) :II11) 满 足 共振 条 件 , 而 |00) < |01) 并 不 满足 
共振 条 件 , 因为 参与 跃迁 的 能 级 差 在 前 者 是 -2(jzHo+J), 而 在 后 者 为 -2(p2 Ho 一) 


3.16.2 ”量子 计算 的 首次 实现 综述 


本 小 节 简 略 综述 首次 在 实验 上 实现 量子 逻辑 门 的 情况 , 亦 讨 论 拥 有 少量 量子 比 
特 的 量子 处 理 器 . 更 为 详细 的 讨论 则 推迟 到 第 8 章 . 就 建造 量子 计算 机 的 普遍 要 求 
而 言 , 许多 物理 系统 都 是 很 好 的 候选 者 . 这 里 ， 我 们 简要 讨论 其 中 的 一 些 , 而 不 是 全 
部 . 此 外 , 在 现 有 的 最 新 技术 条 件 下 , 在 下 面 所 讨论 的 方案 里 , 有 些 方案 要 比 其 他 的 
更 现实 一 些 . 我 们 将 它们 全 部 呈现 如 下 , 其 目的 是 想 让 大 家 了 和 解 处 于 活跃 研究 中 的 
物理 系统 的 多 样 性 . - 
1. 液态 核磁 共振 (NMRJ) 

量子 硬件 由 包含 大 量 (~ 1018) 已 知 分 子 的 液体 所 组 成 , 被 置 于 强 静 磁场 中 . 一 
个 量子 比特 对 应 于 分 子 中 的 一 个 原子 核 的 自 旋 ， 而 量子 门 通过 共振 的 振荡 磁场 ( 拉 
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比 脉冲 ) 来 实现 , 即 利 用 核磁 共振 (NMB) 技 术 来 实现 ， 分子 内 原子 核 之 间 的 量子 信 
息 交 换 , 以 相 邻 原子 之 间 的 自 旋 - 自 旋 相 互 作用 (化 学 键 ) 为 基础 .温度 可 以 为 室温 ， 
这 些 分 子 处 于 热平衡 态 . 需要 强调 的 是 , 在 液态 核磁 共振 中 , 人 们 既 不 能 制备 也 不 
能 测量 单个 原子 核 的 自 旋 态 . 相反 , 人 们 测量 的 是 拥有 约 1018 个 分 子 的 溶液 的 平均 
自 旋 . 液体 中 的 分 子 进行 快速 而 混乱 的 旋转 , 这 人 允许 我 们 忽略 分 子 之 癌 的 相互 作用 . 
这 是 因为 , 使 该 相互 作用 的 平均 效应 为 零 的 时 间 远 远 小 于 实现 量子 逻辑 门 所 需 的 时 
fal. SORE, 我 们 可 以 将 溶液 中 的 约 101s 个 分 子 当 作 彼 此 独立 的 量子 处 理 器 . 

人 们 已 经 可 以 利用 核磁 共振 实验 来 演示 几 种 量子 算法 ， 包 括 Grover 算 法 Æ 
子 傅 里 叶 恋 换 , 以 及 量子 面包 师 映 射 , 这 些 算法 曾经 在 3 个 量子 比特 的 分 子 中 予以 
实现 . 此 外 , 利用 拥有 7 个 量子 比特 的 分 子 以 及 大 约 300 个 拉 比 脉冲 , 人 们 已 经 实现 
了 Shor 算 法 的 最 简单 情况 , 也 就 是 将 15 因 子 分 解 . 不 幸 的 是 , 由 于 测量 信号 随 着 分 
子 内 量子 比特 的 数目 旦 指数 下 降 , 液态 核磁 共振 量子 计算 机 不 是 规模 可 扩展 的 . 

在 此 , 一 个 量子 比特 可 以 利用 可 处 于 两 个 光学 模 的 单 光子 来 实现 , 如 处 于 水 平 
或 垂直 方向 的 极 化 态 . 单 量 子 比 特 门 可 以 利用 线性 光学 器 件 、 如 分 东 器 和 相 移 器 来 
实现 . 光子 之 间 的 相互 作用 必须 通过 非 线性 Kerr 介 质 中 的 原子 来 传递 , 在 技术 上 非 
常 困难 . 不 过 , Knill Laflamme 和 Milburn 最 近 证 明 , 线性 光学 也 足 以 实施 利用 光子 
的 量子 计算 , 其 条 件 是 : 在 量子 计算 过 程 的 任何 阶段 , 都 可 以 实施 测量 (如 利用 光子 
探测 器 来 做 ), 并 且 测 量 结果 可 以 被 用 来 控制 其 他 光学 单元 . 
3. 空 腔 量 子 电动 力学 

利用 空 腔 量 子 电动 力学 (QED) 技 术 , 在 实验 上 可 以 实现 单个 原子 与 腔 内 电磁 场 
的 单个 或 多 个 模 的 相互 作用 . 量子 比特 的 两 个 态 , 既 可 以 用 单 光子 的 极 化 态 来 实现 ， 
也 可 以 用 原子 的 两 个 激发 态 来 代表 , 在 第 1 种 情况 , 量子 比特 之 间 的 相互 作用 以 原 
子 为 中 介 ; 在 第 2 种 情况 , 则 由 光子 做 中 介 . 空 腔 量子 电动 力学 技术 允许 实现 单 和 双 
量子 比特 门 , 但 是 , 要 实现 大 数量 的 逻辑 操作 或 者 实现 规模 化 , 看 起 来 非常 困难 . JS 
管 如 此 , 我 们 要 强调 ， 空 腔 量 子 电动 力学 实验 在 演示 量子 力学 的 基本 特征 方面 十 分 
成 功 . 便 如 , 可 以 演示 拉 比 振荡 、 纠 缠 , 或 者 研究 退 相干 效应 以 及 从 量子 世界 到 经 
典 物理 的 转变 . 
4. BT 

离子 阱 的 量子 硬件 配置 如 下 : 一 个 静电 场 与 一 个 交 变 电场 联合 起 来 ， 将 一 电离 
子 限制 于 一 个 线性 势 阱 ( 称 为 Paul 势 阱 ) 之 中 . 量子 比特 就 是 一 个 离子 , 它 的 两 个 寿 
命 较 长 的 态 可 以 对 应 于 量子 比特 的 两 个 态 . 势 阱 中 离子 的 线性 阵 烈 就 是 量子 寄存 
器 . 单 量子 比特 门 可 以 通过 对 单个 离子 实施 拉 比 激光 脉冲 而 实现 . 为 实现 受 控 双 量 
子 比特 操作 , 量子 比特 之 闻 必 须 进行 相互 作用 ， 该 互 作用 可 以 通过 阱 中 离子 串 的 集 
体 振动 模式 来 传递 . 离子 阱 技术 允许 实现 基本 的 单 双 量子 比特 逻辑 门 ， 以 及 4 离子 
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纠缠 . 最 近 , 利用 该 技术 , 人 们 演示 了 Deutsch-Jozsa 算 法 . 这 一 结果 表明 , 离子 阱 技 
术 可 以 在 适当 的 退 相干 时 间 内 实现 数 个 量子 逻辑 门 . 看 起 来 , 在 未 来 的 几 年 内 , 有 
可 能 在 不 失 相 干 性 的 情况 下 在 数 个 离子 上 实施 数 10 个 量子 逻辑 门 运 算 . 

为 了 构造 一 个 规模 可 扩展 的 量子 计算 机 ,Cirac 和 和 Zoller 构想 了 一 个 由 许多 独立 
离子 阱 以 及 一 个 独立 离子 (探头 ) 所 构成 的 两 维 阵列 .该 独立 离子 可 以 在 平面 内 运 
动 , 并 且 可 以 接近 任何 一 个 选 定 的 离子 . 一 个 适当 的 激光 脉冲 可 以 将 选 定 的 离子 的 
态 变换 到 探头 离子 的 态 . 这 样 可 以 将 彼此 在 空间 分 开 的 离子 纠缠 起 来 , 而 它们 之 间 
的 量子 通信 可 以 由 运动 的 探头 来 实现 . 从 物理 原理 的 角度 看 , 似乎 没有 什么 能 妨碍 
该 提案 的 实现 , 但 是 , 技术 上 的 挑战 仍然 是 巨大 的 . 

5. 固态 方案 

已 经 有 好 几 个 建造 固体 量子 计算 机 的 提案 . 这 并 不 令 人 惊讶 , 因为 多 年 来 固体 
物理 已 经 发 展 起 了 非常 复杂 的 技术 , 可 以 在 纳米 尺度 制造 出 人 工 结 构 和 器 件 . 固体 
物理 是 经 典 计 算 机 发 展 的 基础 , 因此, 在 固体 量子 计算 机 中 , 规模 可 扩展 性 的 问题 
可 以 自然 得 到 解决 . 事实 上 , 这 样 的 固体 量子 计算 机 还 可 能 受益 于 现 有 的 微 电 子 制 
造 技术 . 

在 本 节 的 以 下 部 分 , 我 们 简要 讨论 3 种 固体 计算 机 方案 . 

6. 量子 点 

量子 点 是 利用 半导体 材料 所 制造 出 来 的 一 种 结构 , 静电 势 可 以 将 电子 局 限于 其 
中 . 量子 点 的 典型 尺寸 为 10ns~ lum. 单 量子 比特 由 量子 点 中 的 单 电子 自 旋 来 实现 . 
利用 电子 门 来 控制 相 邻 量子 点 之 间 的 静电 隧 穿 势 又, 可 以 实施 双 量 子 比特 操作 . 降 
低 或 升 高 势 刍 即 相应 于 开启 或 关闭 两 个 量子 比特 之 间 的 相互 作用 .因为 现 有 技术 
可 以 制造 量子 点 阵列 , 原则 上 而 言 , 规模 是 可 扩展 的 . 不 过 , 在 这 样 的 阵列 中 如 何 实 
际 实 施 量子 门 , 以 及 进行 单个 自 旋 的 测量 , 还 是 一 个 艰巨 的 实验 挑战 . 此 外 ， 在 复杂 
的 国体 器 件 中 , 还 存在 多 种 退 相干 过 程 , 而 对 于 它们 ， 我 们 的 知识 非常 有 限 . 

7. 半导体 中 的 自 旋 

Kane 提 出 过 一 个 结合 固体 核磁 共振 技术 和 硅 的 微 芯片 技术 的 方案 . 该 方案 的 

想法 是 把 单个 磷 原 子 放 在 一 个 硅 版 内 . 量子 比特 就 是 单个 磷 原 子 的 术 自 旋 . 量子 


比特 之 间 的 相互 作用 , 以 量子 比特 与 其 周围 电子 的 超 精 细 相 互 作用 为 中 介 . 电子 门 
控制 单个 电子 的 态 和 量子 比特 之 间 的 相互 作用 ， 而 磁场 (Rabi 脉 冲 ) 则 实现 量子 逻辑 
门 操作 . 该 提案 需要 在 原子 尺度 上 进行 纳米 级 的 加 工 , 因而 远 远 超出 了 现 有 的 技术 
水 平 ， 为 了 解 该 方案 的 困难 所 在 ， 我 们 注意 到 电子 门 之 间 的 距离 必须 在 lum 左右 ， 
而 磷 原 子 也 必须 放 于 一 个 在 同样 尺度 上 的 有 序 阵列 里 . 不 过 ， 我 们 也 要 记 住 , 硅 技 
术 是 一 个 快速 发 展 的 领域 
8. 超 导 线 路 

近年 来 , 在 利用 超 导 微 电子 线路 来 构造 人 造 两 能 级 系统 方面 , 人 们 取得 了 非常 
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显著 的 实验 进展 . 在 超导体 中 , 一 对 电子 被 "捆绑 "在 一 起 形成 一 个 叫做 库 珀 对 的 客 
体 , 其 电荷 为 电子 的 两 倍 . 静电 势 可 以 把 库 珀 对 束缚 在 微米 斥 度 的 “盒子 "里 . 一 个 
盒子 可 以 具有 相差 一 个 库 珀 对 的 两 个 电荷 态 , 这 样 的 两 个 态 可 以 用 来 代表 量子 比 
特 . 约瑟夫 森 结 线路 可 以 控制 量子 比特 的 态 . 在 约瑟夫 森 结 中 , 两 个 装 有 库 珀 对 的 
盒子 被 一 个 很 薄 的 绝缘 体 隔 开 , 而 库 珀 对 可 以 通过 量子 隧 穿 从 一 个 盒子 跑 到 另 一 个 
盒子 中 去 . 在 两 个 电 蓓 态 之 间 可 以 诱导 拉 比 振荡 , 从 而 实现 单 量子 比特 逻辑 门 . 为 
一 种 实现 量子 比特 的 方法 是 在 一 个 超 导 环 上 加 一 个 磁 通 量 , 量子 比特 的 两 个 态 分 别 
对 应 于 顺 时 针 和 逆 时 针 的 环流 . 在 这 两 种 方法 中 , 都 可 以 观察 到 拉 比 振荡 , 而 且 都 
可 以 利用 微波 拉 比 脉冲 来 控制 量子 比特 的 状态 . 此 外 , 也 可 以 把 两 个 超 导 量 子 比 特 
耦合 起 来 , 然后 , 从 单个 量子 比特 上 的 拉 比 振荡 来 观察 这 种 耦合 所 产生 的 效应 . 近 
年 来 , 利用 一 对 耦合 的 超 导 量 子 比特 , 人 们 演示 了 有 条 件 限制 门 的 操作 . 


3.17 参考 资料 指南 


对 量子 图 林 机 的 讨论 可 以 参见 Galindo 和 Martin-Delgado (2002) 发 表 的 文 
音 . 对 量子 计算 线路 模型 的 开创 性 研究 可 以 参见 Deutsch (1989) 发 表 的 文章 . 
Jozsa 和 Linden (2002) 对 纠缠 在 量子 计算 的 加 速效 应 方面 所 起 的 作用 给 予 了 清 
晰 的 讨论 , 亦 可 参见 Biham 等 (2003) 的 文章 . 

Reck 等 (1994)、Di Vincenzo (1995)、Barenco (1995) ~ Deutsch 等 (1995) 和 Lloyd 
(1995) 讨论 了 双 量 子 比 特 逻 辑 门 的 通用 性 . 很 多 有 用 的 线路 构造 可 以 
在 Barenco 等 (1995) LA 及 Song 和 Klappenecker (2002) 的 文章 中 找到 . Tucci (1999) 
讨论 了 如 何 把 一 个 么 正 矩 阵 分 解 成 更 小 的 矩阵 . 

Lee 等 (1999) 讨论 了 一 种 构造 量子 逻辑 线路 的 实用 方法 . 实现 各 种 各 样 算术 操 
作 的 量子 线路 可 以 在 Vedral 等 (1996), Beckman 等 (1996), Miquel 等 (1996)，Gossett 
(1998) 和 Draper (2000) 的 文章 中 找到 . 

Deutsch 算法 由 Deutsch(1985) 发 明 , 并 由 Deutsch 和 Jozsa(1992) 推广 到 n 个 量 
子 比 特 的 情况 (也 参见 Cleve 等 (1998)). 在 3.9.2 节 中 所 讨论 的 推广 应 归功 于 Grassi 
和 Strini(1999). 

量子 搜索 算法 由 Grover (1996) 提出 , 也 可 参考 Grover (1997) 的 文章 . Boyer 
等 (1998) 和 Zalka (1999) 讨论 了 二 次 方 增 速 的 最 优 性 . 更 进一步 的 发 展 可 在 Brassard 
等 (2002) 的 文章 中 找到 . 

Coppersmith(1994) 以 及 Ekert 和 Jozsa(1996) 进行 了 关于 量子 傅 里 叶 变换 的 有 
用 讨论 . 将 量子 傅 里 叶 变 换 推广 到 一 般 阿 贝 尔 群 的 方法 是 Kitaev(1995) 发 现 的 . 其 
他 有 用 的 参考 文献 见 Jozsa(1997), Ekert 和 Jozsa(1998) 以 及 Bowden 等 (2000) 发 表 的 
文章 . Fijany 和 Williams (1998) 对 量子 小 波 变 换 有 所 讨论 . Agaian 和 Klappenecker 
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(2002) 描述 了 一 个 实施 快速 么 正 变 换 的 统一 方法 ，Kiappenecker 和 Rotteler(2001) 
讨论 了 量子 计算 中 的 信号 处 理 方法 . 

相位 估计 算法 在 Kitaev(1995) 的 文章 中 提出 . 对 该 算法 的 一 个 很 好 描述 可 以 
在 Cleve 等 (1998) 的 文章 中 找到 ，3.13 节 中 所 描述 的 计算 已 知 乏 正 算 符 本 征 值 和 本 
征 矢 量 的 量子 算法 , 是 由 Abrams 和 Lloyd{1999) 提出 的 . 

整数 因子 分 解 的 Shor 算 法 是 在 Shor(1994) 提 出 的 , 详细 的 讨论 可 以 在 Shor(1997) 
发 表 的 文章 中 找到 . 其 他 有 用 的 参考 文献 见 Kitaev(1995), Ekert 和 Jozsa(1996)， 
Lomonaco(2000) 和 Beauregard(2003) 发 表 的 文章 . Lavor 等 (2003) 对 Shor 算 法 给 出 了 
一 个 易 懂 的 介绍 . 

Feynman(1982) 提 出 , 就 模拟 量子 力学 体系 而 言 ， 量子 计算 机 可 能 超越 经 典 计 
算 机 . Lloyd(1996) 对 此 做 了 进一步 的 发 展 . 在 3.15 节 中 所 介绍 的 模拟 苹 定 启 方 程 的 
方法 应 归功 于 Zalka(1998) 和 Wiesner(1996)， 模 拟 量子 混沌 的 量子 算法 是 从 Schack 
(1998) 开 始 研究 的 , Georgeot 和 Shepelyansky(2001a) 做 了 进一步 的 发 展 . 模拟 量子 
锯齿 映射 的 量子 算法 归功 于 Benenti 等 (2001), 而 Benenti 等 (2003) 研 究 了 对 该 模型 中 
动力 学 局 域 化 的 量子 计算 . 计算 动力 学 模型 中 的 一 些 有 趣 的 物理 量 的 其 他 量子 算 
法 , 可 以 在 Bmerson 等 (2002,2003) 中 找到 . Miquil 等 (2002a) 讨 论 了 关于 量子 态 的 X 线 
斯 层 摄 影 术 的 量子 线路 ，Georgeot 和 Shepelyansky (2001b) 讨论 了 经 典 混沌 体系 
的 量子 模拟 ，Abrams 和 Lloyd(1997) 以 及 Ortiz 等 (2001) 研 究 了 在 量子 计算 机 上 对 多 
体 费 米 系统 的 模拟 ，Sgrensen 和 Mglmer(1999) 讨 论 了 对 自 旋 系 统 的 模拟 ，Terhal 和 
DiVincenzo(2000) 中 的 内 容 涉及 在 量子 计算 机 上 对 量子 系统 平衡 态 的 模拟 . 

关于 量子 混沌 的 一 般 参 考 书 有 Casati 和 Chirikov(1995) 以 及 Haake(2000). 

在 DiVincenzo(2000) 中 可 以 找到 很 有 趣 的 有 关 实 现 量 子 计算 机 所 必须 满足 的 条 
件 的 讨论 . Zurek(2003) 对 退 相干 进行 了 综述 , 而 Zurek(1991) 给 出 的 是 一 个 简 介 . 有 
很 多 关于 退 相干 以 及 缺陷 对 量子 计算 的 稳定 性 的 影响 方面 的 研究 , 比如 Palma 等 
(1996), Miquel 等 (1996), Georgeot 和 Shepelyansky (2001), Benenti 等 (2001) 和 Strini 
(2002) 的 文章 . 

Jones(2001) 给 出 了 一 个 关于 核磁 共振 量子 计算 的 基本 原理 的 描述 . 利用 少量 
量子 比特 的 核磁 共振 量子 处 理 器 , 已 经 实现 了 各 种 各 样 的 量子 算法 . 例如 ， 用 两 个 
量子 比特 实现 了 Grover 算 法 (Jones et al., 1998), 用 3 个 量子 比特 实现 了 量子 傅 里 叶 
变换 (Weinstein et al, 2001) 和 面包 师 映 射 (Weinstein et al., 2002), 以 及 用 7 个 量子 
比特 实现 了 Shor 算 法 (Vandersypen et al., 2001). 

Knill 等 (2001) 讨 论 了 利用 线性 光学 来 实现 有 效 量 子 计 算 的 方案 . 

在 空 腔 量子 电动 力学 实验 中 , 可 以 操控 原子 和 光子 纠缠 ， Raimond 等 (2001) 对 这 
方面 进行 了 非常 优秀 的 综述 . l 

利用 离子 阱 来 实现 量子 计算 的 想法 由 Cirac 和 Zoller (1995) 提出 . 第 1 个 演示 
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受 控 非 门 的 是 Monroe 等 (1995)，Sackett 等 (2000) 描述 了 4 个 离子 的 多 粒子 纠缠 . 
Gulde 等 (2003) 描述 了 在 离子 阱 量子 计算 机 中 如 何 实现 Deutsch-Jozsa 算法 . Cirac 
和 Zoller (2001) 讨论 了 利用 一 列 独立 离子 阱 来 作 量子 计算 机 的 方案 . 

Loss 和 DiVincenzo(1998) 讨 论 了 用 量子 点 来 实现 量子 计算 机 的 方案 . 用 硅 半 导 
体 中 的 自 旋 来 进行 量子 计算 是 Kane(1998) 提 出 的 . 

Nakamura 等 (1999)，Vion 等 (2002) 和 Chiorescu 等 (2003) 演 示 了 约瑟夫 森 结 中 的 
拉 比 振荡 ，Yamamoto 等 (2003) 最 近 实现 了 利用 超 导 电 蓓 量子 比特 来 进行 的 有 条 件 
门 操作 . 


第 4 章 量子 通信 


本 章 我 们 阐释 以 下 内 容 : 量子 系统 的 基本 性 质 可 以 在 信息 传播 方面 有 现实 的 应 
用 , 其 中 , 最 引 人 了 瞩目 者 在 于 密码 术 领 域 , 即 秘密 通信 的 艺术 . 首先 , 我 们 将 简 述 经 
典 密 码 术 . 然后 , 讨论 量子 力学 对 于 密码 术 的 独特 贡献 ， 就 通信 而 言 , 我 们 称 发 送 
者 为 Alice, 接受 者 为 Bob, 窃听 者 为 Eve. 利用 量子 密码 术 , Alice 与 Bob 可 以 发 现 其 通 
信和 内 容 是 否 曾 经 被 Eve 截取 . 这 是 量子 力学 的 一 个 基本 性 质 , 即 “ 不 可 克隆 定理 ”的 
一 个 结果 . 该 定理 称 , 未 知 的 量子 态 不 可 能 被 复制 . 其 后 , 我 们 曾 明 量子 力学 的 两 个 
重要 应 用 : 密集 编码 与 量子 隐形 传 态 . 密集 编码 利用 纠缠 来 加 强 经 典 信 息 的 传输 . 
如 果 Alice 与 Bob 共 享 一 对 有 EPR 纠 缠 的 量子 比特 , Alice 可 以 对 她 这 一 方 的 量子 比特 
进行 操作 , 再 传 给 Bob, 这 样 , 单一 量子 比特 可 以 携带 两 个 比特 的 经 典 信 息 . 量子 隐 
形 传 态 也 利用 纠缠 , 它 使 得 Alice 可 以 通过 发 送 经 典 比特 , 来 传 给 Bob 一 个 量子 比特 
的 信息 . 最 后 , 我 们 概述 量子 通信 方案 在 实验 中 的 实现 及 其 前 景 . 第 8 章 将 会 进一步 
深入 讨论 本 章 的 内 容 . 


4.1 经 典 密码 术 


密码 术 之 使 用 可 以 追溯 至 公元 前 , 其 后 , 秘密 通信 变 得 越 来 越 重要 . 一 个 重要 
的 例子 是 已 撒 密 码 , 于 2000 多 年 前 在 高 卢 战 役 中 为 朱 里 时 斯 :已 撤 所 用 . 这 种 密码 
使 用 一 个 字母 表 , 其 中 每 个 字母 都 被 移动 了 一 个 固定 位 数 ;}， 也 就 是 说 , 对 于 一 个 
由 k 个 字母 所 组 成 的 字母 表 ( 例 如 ,& = 26 并 且 字 母 被 标记 为 i = 1,2,--- ,26), 我 们 将 
其 中 第 ;个 字母 用 第 i+ ;个 字母 代 蔡 (以 为 模 ). 以 此 方法 加 密 , 我 们 称 发 送 者 Alice 用 
一 把 秘密 钥匙 ( 密 钥 ) 将 她 的 普通 文本 变 为 加 密 文 本 . Rh, 密 钥 为 j. 容易 
看 出 , 对 应 于 数目 10 = 1 … ,k 1), 共有 k — 1 种 编码 方法 . 显然 , j = 是 无 用 的 ， 
因为 它 并 不 改变 文本 . 这 一 编码 法 , 虽然 在 现在 很 容易 破译 , 但 是 , 在 恺 撤 的 年 代 很 
难 被 破译 . 请 注意 , Alice 必 须 通 过 保密 管 道 把 密 钥 传 给 Bob, 而 不 被 Eve 截获 , 然后 ， 
Alice 就 可 以 通过 非 保密 管道 将 加 密 文本 传 给 Bob 了 . 

恺 撒 密 码 有 一 个 有 趣 的 变种 , 即 考 虑 x 个 字母 的 kt 个 可 能 组 合 中 的 一 个 , 用 来 
替换 原始 字母 表 . 不 过 , 即使 是 这 种 编码 , 现在 也 容易 破译 . 事实 上 , 由 于 文件 中 
不 同 字 母 出 现 的 频率 不 同 , 对 加 密 文本 中 的 字母 做 一 个 简单 的 统计 分 析 , 即 可 以 
将 之 破译 . 
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4.1.1 Vernam 密 码 


第 1 个 不 可 破译 的 密码 是 Vernam 于 1917 年 发 明 的 Vernam 密 码 . 其 不 可 破译 性 
的 数学 证 明 , 于 30 多 年 后 才 由 Shannon 给 出 . Vernam 的 方案 如 下 : 

(1) 将 原文 本 写成 为 一 个 二 进 制 (0 与 1) 的 序列 . 

(2) 密 钥 是 一 个 其 长 度 与 原文 本 一 样 长 的 、 完 全 无 规 的 二 进 制 序列 . 

(3) 将 原文 本 的 二 进 制 序列 与 密 钥 按 如 下 方法 逐 项 相 加 (以 2 为 模 ), 得 到 加 密 文 
本 . 

记 原 文本 为 {p1,p2,… pw} (Pi, pa. ,PN 是 二 进 制 数 ), BEI {k kz,…… kN h 
则 加 密 文 本 {ci1, c2,… , cn} 为 . 


ci = pikio i=1,2,---,N. (4.1) 


例如 ， 
001010011 原文 本 ， 
100111010 %4), (4.2) 
101101001 加 密 文本 . 


只 要 密 钥 完 全 无 规 , 加 密 文本 也 是 完全 无 规 的 , 对 于 原文 本 不 给 出 任何 信息 , 因此 ， 
编码 是 不 可 破译 的 ， 由 于 Alice 与 Bob 共 享 密 钥 , 后 者 可 以 轻易 地 还 原 原 文本 , 也 就 
是 说 , 他 只 要 把 加 密 文 本 与 密 钥 按照 模 数 2 逐 项 相 加 妈 可 


pi = ci ® ki, i=1,2,---,N. (4.3) 


需要 指出 的 是 , 密 钥 只 能 使 用 一 回 (Vernam 密 码 也 被 称 为 一 AS). 如 果 重 复 使 用 , 当 
窃听 者 见 到 两 个 加 密 文 本 时 , 可 以 将 两 个 加 密 文本 按照 模 数 2 逐 项 相 加 ， 其 结果 等 
同 于 原文 本 按照 同样 方法 相 加 . 由 于 原文 本 中 总 有 很 多 重复 的 字母 ( 它 人 ] 不 是 无 规 
二 进 制 序列 ), 密码 于 是 可 以 被 破译 . 因此 , 密码 术 的 主要 问题 不 是 加 密 文 本 的 传递 ， 
而 是 密 钥 的 分 发 . 该 分 发 需要 某 种 “可 靠 信 使 ", 也 就 是 说 , 秘密 通信 的 问题 仅仅 就 
是 密 钥 传递 的 问题 . 这 里 的 一 个 问题 是 , 至 少 在 原则 上 ， Eve 能 够 读 到 密 钥 而 不 留 下 
任何 痕迹 . 因此 ,Aiice 与 Bob 永 远 不 能 绝对 地 肯定 密 钥 是 保密 的 , 在 4.3 节 中 我 们 将 
会 看 到 , 量子 力学 可 以 解决 这 一 问题 ， 它 提供 了 一 个 独特 而 可 靠 的 密 钢 分 发 与 密 钢 
保存 的 方法 . 

Vernam 密 码 要 求 产生 一 长 串 的 无 规 二 进 制 序列 (至 少 与 传递 的 讯息 一 样 长 ), 这 
本 身 就 不 是 一 件 简单 的 事 . 较 弱 的 编码 可 以 使 用 较 短 的 密 钥 , 但 在 原则 上 是 可 以 破 
译 的 , 尽管 可 能 很 难 破 译 . 值得 注意 的 是 ， 破译 复杂 编码 是 建造 电子 计算 机 的 动机 
之 一 . 
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4.1.2 ” 公 钥 密码 系统 


为 每 次 通信 都 提供 一 个 新 的 无 规 密 钥 很 困难 , 因此 , Vernam 密 码 现在 主要 被 用 
于 重要 的 外 交通 信 上 . 对 于 不 那么 敏感 的 事情 , 可 以 使 用 公 包 密码 系统 . 这 一 系统 
的 原则 是 Di 征 e 和 Hellman 在 20 志 纪 70 年 代 中 期 所 发 现 的 . 

传统 的 密 钥 密码 系统 与 近期 的 公 钥 密码 系统 的 基本 区 别 如 下 : 

(1) 在 密 钥 密码 系统 中 , Alice 用 密 钥 将 她 的 讯息 加 密 , 然后 , 把 加 密 讯息 传 给 Bob. 
Bob 有 同样 的 密 钥 , 因而 可 以 进行 解密 . 讯息 的 保密 性 在 于 密 钥 的 保密 性 . a 
必须 在 某 个 时 间 在 Alice 与 Bob 之 间 分 配 , 其 被 窃取 的 可 能 性 总 是 存在 的 . 

(2) 在 公 钥 密码 系统 中 ,Alice 与 Bob 并 不 交换 任何 密 铀 ，Bob 公 开 一 个 钥匙 ( 公 
钥 )， Alice 用 它 来 加 密 讯 息 . 然而 , 为 解密 该 讯息 , 却 必 须 使 用 另外 一 个 钥匙 ( 秘 钥 )， 
而 不 是 用 这 个 公 钥 . 私 钥 由 Bob 独 自 掌 握 , 因而 , 避免 了 分 配 钥匙 的 问题 . 公 钥 密码 
系统 的 工作 原理 , 就 好 像 Bob 造 了 一 个 可 以 存放 讯息 的 保险 箱 , 该 保险 箱 有 两 把 钥 
Be 公开 的 那 把 可 以 把 它 锁 上 , 私人 的 那 把 可 以 把 它 打开 . 任何 人 都 可 以 将 讯息 放 
到 保险 箱 里 , 但 是 , 只 有 一 个 人 (Bob) 可 以 打开 它 并 拿 出 讯息 . 

公 钥 密码 系统 需要 一 个 活 板 门 浮 数 (trap-door function) f, 它 很 容易 计算 , 但 是 
它 的 反 函 数 /-! 难 计算 . 这 里 的 难 易 必须 按照 算法 复杂 性 理论 来 理解 ( 见 第 1 章 ): 计 
算 / 所 需 的 资源 , 随 输入 大 小 按照 多 项 式 方式 增加 , 然而 , 对 于 计算 广 +, 多 项 式 增加 
的 资源 无 法 办 到 (资源 是 指 计算 时 间 ,硬件 大 小 等 ). 任何 一 个 问题 , 只 要 其 解难 找 、 
而 找到 后 容易 验证 , 则 在 原则 上 对 于 密码 术 都 是 有 用 的 . 这 些 问 题 属 于 计算 的 NP 类 
问题 , 涉及 两 个 钥匙 : 公 钥 /被 Alice 用 来 加 密 她 的 文本 , 而 秘 铀 三 ! 为 Bob 所 独自 拥 
有 并 用 来 解密 . 


4.1.3 RSA 方案 


公 钼 密码 系统 的 一 个 著名 例子 是 RSA 密 码 系 统 ， 它 由 Rivest, Shamir 和 Adleman 
于 1977 年 所 设计 . RSA 方 案 运行 如 下 : 

(1) Bob 选 两 个 “足够 大 ”的 质数 与 o, 并 且 计 算 pa = N. 

(2) Bob 无 规 地 选取 一 个 与 (p - 1)(q — 1) 互 质 的 数 d, Baw - 1)(q 一 1) 的 最 大 
公约 数 为 1. . 

(3) Bob 计 算 d 的 以 (p 一 1)(g 一 1) 为 模 的 倒数 , 记 为 e 


e d|mod(p—i)(q—1) = 1. 


(4) Bob 公 开 数 对 (e, N), EAA, 任何 人 都 可 以 用 它 给 Bob 发 送信 息 . 
(5) 数 对 (d, N) 是 Bob 个 人 所 独 有 的 解密 钥匙 . 因此 ， 对 于 用 公 钥 加 密 过 的 信息 ， 
只 有 Bob 才 能 将 之 解密 . . 


(4.4) 
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(6) Aiice 把 她 的 讯息 分 成 段 , 并 旦 将 每 段 讯息 写 为 一 个 数 ， 记 第 i 段 的 数 为 mi， 
Ham, <N. 然后 , Alice 将 每 一 段 按 如 下 方法 加 密 : 


Mi > M'i = M§|modN- (4.5) 


(7) Bob 的 解密 方法 为 


Mi 一 rl lod N- (4.6) 


事实 上 , 数论 告诉 我 们 medlnwoaw = mai( 例 如 , 参见 Ekert 等 (2001)). 该 方案 与 Vernam 
密码 相 比 , 有 如 下 优势 : 

(1) 没有 必要 通过 一 个 被 设想 为 保密 的 通道 来 传递 密 铀 : 公 钥 可 以 被 任何 一 个 

- 想 要 与 Bob 联 系 的 人 所 使 用 , 而 Bob 独 自 保 有 密 钥 . 

(2) 公 钥 可 以 被 任意 多 次 重复 使 用 . 

习题 4.1 密码 术 的 一 个 至 关 重 要 的 问题 是 鉴定 . 也 就 是 说 , Bob 需 要 确定 他 所 
收 到 的 讯息 的 确 来 自 Alice, 南非 别人 . 找到 一 种 办 法 , 让 Alice 可 以 利用 公 铀 密码 系 
统 , 使 得 她 的 讯息 得 到 鉴定 . 

如 果 有 人 发 现 了 N 的 质数 因子 p 与 g, 由 于 e 已 知 , 他 (她 ) 可 以 轻易 地 计算 qd, 于 是 
就 可 以 破译 RSA 密 码 . 因此 , 这 一 方法 的 可 靠 性 力 建筑 于 以 下 事实 之 上 , 即 现 在 尚 不 
存在 可 以 有 效 地 (以 多 项 式 式 的 时 间 ) 分 解 任意 整数 的 程序 . 现今 最 好 的 分 解 整数 的 
a SFB PF hy BUR (number field sieve) 方 法 . CH Blexp(O(n!/3 (log n)?/3) KH, 
其 中 , n = log N 是 输入 大 小 . 为 了 使 大 家 对 这 一 问题 的 难度 有 一 个 具体 的 概念 , 考 
虐 将 一 个 250 位 的 阿拉 伯 数 字 分 解 , 这 需要 一 个 200MIPS( 每 秒 105 个 指令 ) 计 算 机 运 
行 107 年 (Hughes, 1998)， 这 意味 着 , 在 现 有 技术 条 件 下 , 这 一 问题 实际 上 是 不 可 解 
的 . 更 确切 而 言 , 我 们 愿意 指出 , 还 不 能 证 明 数 域 饰 法则 是 整数 分 解 的 最 优化 方法 . 
而 且 , 与 其 他 NP 问 题 的 情况 类 似 , 对 于 整数 分 解 而 言 , 也 不 能 排除 在 未 来 能 够 发 现 
需要 多 项 式 式 的 时 间 的 算法 的 可 能 性 . 不 论 如 何 , 正如 在 3.14 节 所 见 , 我 们 愿意 强调 
的 是 , 在 量子 计算 机 上 存在 使 用 多 项 式 的 时 间 的 算法 . 因此 ， 如 果 大 尺度 量子 计算 
机 可 以 被 造 出 来 的 话 , RSA 密 码 系统 就 可 以 破译 . 这 明确 显示 , 对 于 需要 在 长 而 不 
确定 的 时 间 内 保密 的 讯息 而 言 , 公 钥 密 码 系统 并 不 能 够 提供 充分 县 可 靠 的 保证 . 


4.2 不 可 克隆 定理 


经 典 比特 有 一 个 被 视 为 理所当然 的 性 质 : 它 可 以 被 克隆 . 相反 地 , 本 节 中 我 们 
将 会 看 到 , 一 个 量子 比特 的 一 般 状 态 是 不 能 被 克隆 的 . 这 是 Dieks， Wootters 和 Zurek 
所 发 现 的 所 谓 不 可 克隆 定理 . 

让 我 们 先 考 虚 这 样 一 个 具体 系统 , 其 量子 比特 是 一 个 光子 的 偏振 态 . RAT CI 
子 的 水 平方 向 偏振 态 为 |0) (或 者 |l)), 垂直 方向 偏振 态 为 |1) (或 者 |1)- 光子 也 可 以 
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沿 着 与 水 平成 6 角度 的 方向 偏振 ( 见 图 4.1, 其 中 zx 指 水 平 轴 , y 指 垂直 轴 , 而 z 是 光子 的 
传播 方向 ). 在 该 情况 下 , 光子 由 下 述 波 函数 描述 : 


|} = cos B| >) + sin 8| J). (4.7) 


现在 假设 一 个 这 样 的 光子 被 发 送 到 一 个 偏振 分 析 器 (一 个 双 折 射 晶体 , 如 方解石 ). 
光子 从 分 析 器 出 来 后 , 呈 水 平 或 者 垂直 偏振 ( 见 图 4.1, 其 中 水 平 偏振 的 光子 直接 通 
tk, 而 垂直 偏振 的 光子 被 反射 ) 我 们 记 这 两 个 相互 排斥 的 结果 为 0 和 1, 其 发 生 
的 概率 分 别 为 po = |(Olw)|? = cos? 8 和 pl = (l) |? = sin? @. 这 样 , 测量 单 光子 偏 
振 态 , 会 给 出 一 个 比特 的 信息 , 相应 于 被 测 光子 的 偏振 态 . 我 们 注意 到 , 这 完全 符合 
在 2.4 节 中 所 介绍 的 测量 假设 (量子 力学 的 假设 II). 

现在 , 假设 存在 一 个 克隆 机 器 , 可 以 复制 出 任意 多 的 、 由 式 (4.7) 给 出 的 态 |w). 
这 样 的 话 , 测量 所 有 这 些 备份 态 , 就 可 以 将 角度 6 确定 到 所 要 求 的 任意 精度 . 由 于 克 
隆 机 器 可 以 被 视 为 测量 仪器 的 一 部 分 , 这 一 结论 会 与 测量 假设 相 矛 盾 ， 测量 假 设 
意味 着 , 从 对 一 个 光子 的 偏振 态 的 测量 , 我 们 只 能 得 到 一 个 比特 的 信息 , 即 以 po = 
cos? 6 的 概率 得 到 0 而 以 zi = sin? 6 的 概率 得 到 1?. 相反 , 如 果 存 在 克隆 机 器 的 话 , 从 
上 述 测 量 我 们 可 以 将 参数 8 确定 到 任何 想 要 的 精度 , 从而, 从 这 样 简单 的 对 单 光子 
偏振 态 的 测量 可 以 提取 任意 多 比特 的 信息 量 ( 即 在 所 要 求 的 精度 下 表示 6 所 需要 的 
比特 数 ) 这样, 依据 量子 力学 的 测量 假设 , 我 们 得 到 的 结论 是 , 量子 克隆 机 器 不 会 
存在 . 


图 4.1 ”对 单个 光子 之 偏振 态 的 测量 
两 个 光子 探测 器 分 别 标 记 为 Do 和 D1 


OT a 
D 对 于 测量 假设 的 这 一 信息 论 解释 , 为 作者 的 观点 . 事实 上 ， 对 于 测量 的 实质 这 一 问题 , 物理 学 界 尚未 
有 公认 的 理论 解释 . 一 一 译 者 注 . 
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现在 我 们 对 不 可 克隆 定理 给 出 一 个 更 为 形式 上 的 证 明 ， 该 证 明 较 上 面 给 出 的 
为 弱 , 因为 它 利 用 了 量子 力学 的 线性 性 质 . 

定理 4.1 “不 可 能 建造 这 样 一 台 机 器 , 它 执 行 么 正 变换 并 且 可 以 克隆 一 个 量子 
比特 的 一 般 状 态 . 

证 明 考虑 一 个 系统 , 它 由 第 1 个 要 被 克隆 的 量子 比特 、 第 2 个 量子 比特 以 及 一 
台 克 隆 机 器 所 组 成 . 第 1 个 量子 比特 被 制备 为 一 个 一 般 的 态 


1) = ol0) + BID, (4.8) 


其 中 , a 和 6 是 由 规 一 化 条 件 所 限制 的 两 个 复数 , |al? + 16P = 1. 初始 时 , 第 2 个 量子 
比特 与 克隆 机 器 被 准备 于 某 个 参照 态 , 如 分 别 为 |6) 和 |A;). 克隆 机 器 应 该 能 够 执行 
以 下 么 正 变换 : 


U (\a) (As) = pH) Agy) = (a10) + 811)) (a10) + BID)IA), (4.9) 


其 中 机 器 的 未 态 一 般 依 赖 于 要 被 克隆 的 态 | 办 我 们 现在 证 明 , 这 样 的 么 正 变换 不 
可 能 存在 . 如 果 第 1 个 量子 比特 存在 于 态 |0), 克隆 机 器 的 运行 结果 必须 是 


U (|0)\)|Ai)) = 10)10)|47o) . (4.10a) 
类 似 地 , 如 果 第 1 个 量子 比特 被 制备 于 态 |1), 则 
U (DIPA) = DIDA). (4.10b) 


一 -一 


因此 , 克隆 机 器 对 一 个 一 般 态 |y) = al0) + BI1) 的 运行 结果 是 
U ((al0) + 811))16)14:)) = œU ((0)19)[As)) + BU (118) As)) | (4.11) 


这 里 , 我 们 使 用 了 量子 力学 的 线性 性 质 , 现在 把 式 (4.10a) 和 式 (4.10b) 插入 式 (4.11)， 
我 们 得 到 以 下 状态 : 
al 人 9)10)47o) + BIEN IAs), (4.12) 


很 明显 ., 它 与 式 (4.9) 中 的 克隆 之 后 所 需要 出 现 的 态 不 一 样 . 

要 强调 的 是 , 考 虚 一 个 一 般 状态 是 这 里 的 一 个 基本 要 素 . 事实 上 ， 如 果 在 一 
开始 制备 第 一 个 量子 比特 的 态 的 时 候 , 我 们 知道 该 态 将 为 某 两 个 正 交 态 中 的 一 个 ， 
如 |0) 或 [1), 那么 , 我 们 就 可 以 确定 地 测量 该 量子 比特 的 态 ， 然后 制备 任意 数目 的 备 
G. 这 种 情况 下 , 量子 比特 的 行为 与 经 典 比特 的 一 样 , 而 我 们 知道 经 典 克 隆 机 器 是 
存在 的 (影印 等 ). 

习题 4.2 一 个 量子 比特 存在 于 某 未 知 状态 | 由 1)， 我 们 随机 猜测 它 的 态 为 yo). 
MURAL AF = |(wihz)| ,我 们 的 猜测 的 平均 保 真 度 是 多 少 ? 
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证 实 以 下 结论 是 很 有 趣 的 , 即 (量子 ) 克 隆 机 的 存在 将 违背 相对 论 的 一 个 基本 原 


理 , 也 就 是 说 , 这 意味 着 信息 可 以 以 超 光 速 传递 . 假设 一 个 源 产生 了 处 于 如 下 贝尔 
态 的 (许多 )EPR 对 : . 


lot) = z (00) + DID). (4.13a) 
该 态 也 可 以 写 为 
it) = Fj 00-10) + |1all)s), (4.13b) 


其 中 , 0)s 与 |1)z 分 别 是 泡 利和 矩阵 os 的 具有 本 征 值 +1 与 -1 的 本 征 态 , 利用 以 下 性 质 ， 
容易 验证 式 (4.13a) 与 式 (4.13b) 中 的 表达 式 等 价 : 


|0)z = 5 B = (0 +11)), 
i=- B = F510) - 19). 
每 个 EBPR 对 中 的 一 个 粒子 被 送 给 Alice, 另 一 个 给 Bob. 注意 , 原则 上 而 言 , Alice 可 以 
与 Bob 离 得 任意 远 ，Alice 把 她 要 送 给 Bob 的 讯息 编码 为 一 个 二 进 制 数 串 . 随后 , AL 
ice 对 每 个 BPR 对 中 她 一 方 的 粒子 进行 如 下 测量 : 对 应 于 数 串 中 的 数字 0 与 1, 她 分 别 
Wi to, So, (我 们 假设 Alice 和 Bob 所 拥有 的 EPR 对 的 数目 , 至 少 与 数字 串 的 位 数 相 
当 ). 这 之 后 , Bob 一 方 的 BPR 对 的 粒子 的 态 志 缩 为 cz 或 cz 的 本 征 态 . 但 是 , 这 些 态 并 
不 正 交 , Bob 不 能 通过 测量 得 到 关于 Alice 的 讯息 的 任何 信息 . 相反 , 如 果 有 克隆 机 器 
的 话 , Bob 就 能 将 他 的 EPR 量 子 比特 复制 任意 多 份 , 并 且 以 任意 精度 区 分 cz 与 cz 的 
本 征 态 . 事实 上 , 对 于 一 个 量子 比特 的 一 般 态 , | 办 = al0) + pl1), 如 果 拥 有 该 比特 的 
大 量 备份 的 话 . Bob 能 够 通过 测量 它们 而 估计 ac 和 2, 尤其 是 , 确定 该 态 是 cz 或 cz 的 
本 征 态 . 这 样 的 话 , 就 有 可 能 进行 超 光速 通信 , 从 而 违背 相对 论 的 一 个 基本 原理 . 
习题 4.3 对 于 上 述 (关于 贝尔 态 的 ) 例 子 , ER: 不 论 Alice 决 定 去 测量 oz 或 oz， 
对 于 Bob 而 言 , 在 任意 方向 上 测量 偏振 , 他 得 到 向 上 与 向 下 偏振 态 的 概率 都 是 相等 
的 . 
最 后 , 我 们 注意 到 , 不 可 克隆 定理 并 不 禁止 构造 原始 态 的 不 完全 备份 . 有 很 多 
方案 已 经 被 提出 , 以 取得 备份 的 最 优 保 真 度 (针对 某 种 度量 而 言 ). 在 第 5 章 ， 我 们 将 
给 出 不 完全 量子 克隆 机 的 一 个 具体 例子 . 


(4.14) 


4.3 量子 密码 术 


在 经 典 物理 里 , 不 可 能 确切 知道 窃听 者 Eve 是 否 在 监听 通信 ， 其 原因 是 ， 经 典 
守 息 可 以 被 复制 而 不 引起 原 信息 的 变化 ， 事实 上 , 信息 总 要 被 编码 于 某 个 物理 系 
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统 ( 一 张 纸 .无 线 电信 号 等 ), 而 在 原则 上 , 该 物理 系统 的 性 质 可 以 被 动 地 被 测量 . 该 
测量 会 引起 系统 的 一 些 变化 , 但 是 , 这 些 变化 可 以 被 处 理 得 小 到 技术 允许 的 范围 之 
内 . 相反 , 在 量子 力学 里 , 测量 过 程 对 于 系统 的 扰动 通常 具有 原理 方面 的 根源 . 这 是 
海 森 伯 不 确定 性 原理 的 一 个 结果 (参见 2.4 节 ). 的 确 , 如 果 考 虑 一 对 不 可 互 易 的 可 观 
测量 , 对 于 其 中 一 个 可 观测 量 的 测量 , 不 可 避免 地 会 (无 规 地 ) 扰 动 另 一 个 量 . 在 本 
节 中 , 我 们 会 看 到 , 这 一 内 在 的 量子 性 质 使 得 探测 入 侵 成 为 可 能 : Alice 和 Bob 可 以 探 
测 到 Eve 是 否 在 窃听 他 们 的 通信 . 这 一 可 能 性 可 以 被 用 来 制造 双方 之 间 的 一 把 密 铀 ， 
使 得 Alice 和 Bob 可 以 利用 如 Vernam 密 码 那 样 的 经 典 密码 术 ， 来 进行 保密 通信 . 下 面 
我 们 讲述 分 配 量子 钥匙 的 两 个 方案 , BB84 方 案 和 E91 方案 . 


4.3.1 BB84 方 案 

BB84 方 案 是 Bennett 和 Brassard 于 1984 年 发 现 的 ， 它 需 要 4 个 态 和 两 个 字母 表 ; 
0) 和 上 1)(z 字 母 表 ), |+) = |0)z = zl +|1)), | 一 ) = De = yall) — |1)) (2 BE 
48). > 字母 表 与 z 字 母 表 中 的 字母 分 别 与 泡 利 矩阵 cx 与 cz 的 本 征 态 相 联系 . BB84 方 
案 叙 述 如 下 ( 表 4.1 给 出 了 一 个 简单 的 例子 ): 


表 4.1 BB84 方 案 的 一 个 例子 


-一 一 


Alice 数 据 比 特 值 1 0 0 0 1 1 0 1 0 1 

Alice 的 字母 表 r z g£ z x £ w z 之 x 

传送 的 量子 比特 li? 10) Il0)= 10) IDe [De to- 11). 49， We 
Bob 的 字母 表 £ z £ £ z I z x 之 z 

测量 输出 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 

Bob 数 据 的 比特 值 1 0 0 0 0 1 D D D 1 

EH 1 0 0 1 0 


D c. 


(1) Alice 制 造 一 个 由 0 和 1 所 组 成 的 无 规 序列 . 

(2) Alice 把 每 个 数字 比特 编码 为 一 个 量子 比特 : 如 果 数 字 比 特 是 0， 就 取 |0) 或 | 十 ) 
= |0)a; 如 果 数 字 比 特 是 1, 就 取 |1) 或 |-) = |1)s. 对 于 每 个 数字 比特 , Alice ADRES 
的 方法 无 规 地 选取 z 字 母 表 或 字母 表 ( 例 如 , 如 果 硬 币 的 正面 朝 上 取 z 字 母 表 , 而 反 
面 朝 上 取 z 字 母 表 ). 

(3) Alice 将 所 得 到 的 量子 比特 串 发 送 给 Bob. 

(4) 对 于 每 个 量子 比特 , Bob 随 机 地 决定 测量 轴 问 ， 即 他 或 者 测量 沿 着 z 轴 的 自 
旋 偏 振 , 或 者 测量 沿 着 z 轴 的 . 注意 , 有 一 半 的 情况 ， Bob 与 Alice 选 择 同 一 个 轴 . 在 此 
情形 下 , 假如 没有 窃听 者 或 者 噪声 效应 , Alice 与 Bob 拥 有 同样 的 比特 (这 里 , HR 
声效 应 , 我 们 指 诸如 不 完美 的 态 的 制备 或 者 探测 ， 以 及 传播 的 量子 比特 与 环境 的 相 
互 作用 等 )，、 相 反 , 如 果 Bob 选 了 与 Alice 不 同 的 轴 疝 ， 则 仅 在 一 半 的 情况 下 , 他 的 测 
量 所 得 到 的 数字 , 与 Alice 所 要 发 送 的 数字 相同 . 例如 ， 如 果 Bob 收 到 量子 比特 |-) 并 
且 测 量 c。 甚 结果 为 0 与 1 的 几率 相等 . 
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从 现在 开始 , Alice 与 Bob 通 过 一 个 公 开 渠 道 仅 仅 交换 经 典 信 息 . 

(5) Bob 通 过 一 个 公开 的 经 典 渠 道 , 告知 Alice 他 对 于 每 个 量子 比特 的 测量 所 使 
用 的 字母 表 . 当然 , 他 并 不 通告 测量 结果 . 

(6) Alice 通 过 一 个 公开 的 经 典 渠道 , 告知 Bob 每 个 她 传 去 的 量子 比特 所 用 的 字 
母 表 (仍然 , 不 通告 测量 结果 ). 

(7) Alice 与 Bob 删 去 所 有 他 们 使 用 了 不 同 的 字母 表 的 比特 . 此 后 , 他 们 共享 所 谓 
AAR ( 即 未 加 工 的 钥匙 , raw key). 只 要 没有 Eve 和 噪声 ， Alice 与 Bob 有 相同 的 生 锡 . 

通过 以 下 步骤 , Alice 与 Bob 从 生 钥 中 提取 密 铀 . 

(8) 通过 一 个 公开 的 通信 渠道 , Alice 与 Bob 公 布 并 且 比较 他 们 生 钥 的 一 部 分 . 从 
比较 的 结果 , 他 们 可 以 估计 出 由 窃听 者 或 者 噪声 所 造成 的 错误 率 玉 如 果 该 比率 太 
大 , 他 们 从 新 执行 方案 . 不 然 , 他 们 在 生 钥 的 剩余 比特 上 执行 (以 下 的 ) 信 息 调整 和 
保密 增强 ， 

(9) 信息 调整 就 是 利用 公共 传输 渠道 进行 的 经 典 纠 错 . 我 们 将 在 第 7 章 讲述 经 典 
纠 错 编码 . 这 里 , 作为 示例 , 我 们 仅仅 给 出 信息 调整 的 一 个 简单 方案 . Alice 和 Bob 把 
他 们 的 生 钥 的 剩余 比特 分 为 段 长 为 的 子 集 ， 段 的 长 度 这 样 确定 ,使 得 每 段 不 大 
会 出 现 多 于 一 个 错误 (R1 < 1, 其 中 R 是 上 述 估计 出 的 错误 率 ). 对 于 每 个 子 集 ，AL 
ice 和 Bob 忽 略 其 最 后 一 个 比特 ， 再 检查 其 字 称 (一 个 二 进 制 数 串 {b1,82,… AE 
称 被 定义 为 P = 于 Dd- 甸 bi)， 如 果 Alice 和 Bob 发 现 他 们 的 某 一 子 集 的 宇 称 
有 所 不 同 , 他 们 可 以 通过 以 下 的 二 进 制 搜寻 法 来 确定 错误 比特 的 位 置 并 且 去 掉 它 . 
他 们 可 将 该 子 集 一 分 为 二 ,并且 检 测 新 子 集 的 字 称 (PL = by @ ba 8 © bg 
和 PB = bu—1)/241 B ba-1)/2+2 四 四 br_1). 重复 该 二 分 法 ， 就 可 以 找到 那些 具有 
不 同 字 称 的 子 集合 . HER, 对 于 公布 了 其 宇 称 的 那些 子 集 合 ， Alice 和 Bob 每 次 都 去 掉 
其 最 后 一 个 比特 . BORE, 他 们 可 以 避免 Eve 从 他 们 的 宇 称 检测 中 获得 任何 信息 . 最 后 ， 
Alice 和 Beb 以 很 高 的 概率 共享 同一 串 比 特 . 

(10) 保密 增强 可 以 将 Eve 关于 最 后 密 钥 的 信息 减少 到 任意 小 . 作为 示例 , 我 们 给 
出 一 个 简单 的 保密 增强 方案 . Alice 和 Bob 从 前 面 所 获得 的 错误 率 ， 估计 出 Eve 可 能 
知道 的 比特 的 最 大 数 . 记 s 为 一 个 保密 参数 . Alice 和 Bob 随 机 选取 他 们 的 钥匙 的 mn 一 
k — s 个 子 集 , 其 中 , n 是 钥匙 中 的 比特 数 . 这 些 子 集 的 宇 称 被 取 为 最 后 的 密 钥 .该 
锁匙 的 保密 性 比 前 面 的 更 高 ， 因为 Eve 必须 知道 一 个 子 集中 的 每 个 比特 的 一 些 信息 ， 
才能 获得 其 宇 称 的 信息 . 可 以 证 明 , Eve 的 剩余 信息 是 CO42 小 

请 注意 , Bve 可 能 选取 不 同 的 窃听 策略 : 

(1) 截取 再 发 送 Eve 截取 并 且 测 量 Alice 所 发 送 的 量子 比特 , 然后 ， 再 把 它们 发 
送 给 Bob. 

(2) 透明 攻击 ”Eve 拥有 与 Alice 所 发 送 的 量子 比特 相互 作用 的 探 针 (辅助 量子 比 
特 ), 她 去 测量 这 些 探 针 的 态 . 
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(3) 集体 攻击 ”Eve 在 一 个 时 间 不 是 操纵 一 个 量子 比特 , 而 是 一 群 量子 比特 . 

可 以 证 明 , 量子 钥匙 的 分 配 的 保密 性 , 与 窃听 的 策略 无 关 , 也 就 是 说 , 可 以 保 
证 Eve 所 得 到 的 关于 最 终 钥匙 的 信息 量 为 任意 小 (Nielsen and Chuang, 2000). 

我 们 强调 , BB84 方 案 的 有 效 性 以 海 森 伯 的 (不 确定 性 ) 原 理 为 基础 ， 两 个 字母 
表 与 两 个 不 互 易 的 可 观测 量 c- Mo WKAR. 对 于 同一 个 量子 比特 , Eve 不 可 能 既 测 
量 x 方 向 的 偏振 , 又 测量 z 方 向 的 ， 例 如 , 如果 她 对 量子 比特 |0)> 进 行 c> 测 量 ， 她 得 
到 0 与 1 的 概率 是 相等 的 .因此 , 她 已 经 不 可 道 地 措 乱 了 Alice 原 来 所 传送 的 偏振 态 . 
我 们 也 要 强调 不 可 克隆 定理 的 重要 性 : 它 保证 Eve 不 能 确定 地 分 辩 非 正 交 量子 态 . 
如 果 量 子 克隆 机 存在 的 话 , Eve 就 可 以 对 每 个 Alice 所 发 送 的 量子 比特 制造 大 量 的 备 
份 , 从 而 以 任意 精度 分 辨 出 os 与 0 的 本 征 态 ， 例 如 , 设想 Eve 对 该 比特 及 其 所 有 的 
备份 测量 c。。 如 果 她 收 到 的 态 是 |1), 那么 , 她 的 测量 结果 总 是 1; 另外 , 如 果 她 收 到 
HEDA, 她 会 以 同样 的 概率 得 到 输出 0 和 1. 最 后 , Eve 可 以 给 Bob 发 送 一 个 她 所 
截获 的 量子 比特 的 备份 ， 因 此 , 如 果 不 可 克隆 定理 可 以 被 违反 的 话 ， Eve 就 能 够 截 
获 Alice 所 发 送 的 量子 比特 , 再 发 送 给 Bob, 而 不 留 下 任何 截取 痕迹 . 

习题 4.4 证 明 : 如 果 了 Eve 截获 每 个 Alice 所 发 送 的 量子 比特 , 沿 某 个 轴 测 量 其 偏 
th, 然后 再 把 它 发 给 Bob, 那么 , 地 在 生 铀 中 引入 了 25% 的 错误 率 . 

可 题 4.5 证 明 : 如 果 不 去 扰动 的 话 , 就 不 可 能 知道 两 个 不 正 交 的 量子 态 |wp1) 
和 lay 中 的 哪 一 个 被 发 送 了 . 

最 后 , 我 们 提请 注意 , 量子 密码 系统 的 一 个 主要 缺点 是 , 尚 没 有 任何 可 以 用 来 
做 鉴定 的 办 法 . 为 此 , 需要 一 个 经 典 密 钥 . 的确, 为 了 确定 他 们 没有 和 其 他 人 通信 ， 
Alice 和 Bob 需 要 通过 一 个 经 典 保密 渠道 来 传送 一 个 鉴定 钥匙 . 然后 , 他 们 可 以 执行 
像 BB84 这 样 的 量子 方案 , 并 且 “扩展 "已 有 的 鉴定 钥匙. 


4.3.2 ”E91 方案 
现在 我 们 讨论 E91 方案 (Ekert, 1991), 它 是 一 个 利用 EPR 纠 缠 对 的 量子 密码 术 . 


x x 


图 4.2 ”E91 方案 示意 图 
EPR 源 、Alice 和 Bob 分 别 记 为 S, AFB 
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(1) 一 个 源 8 发 射 一 对 处 于 BPR 态 的 量子 比特 ( 自 旋 的 粒子 ) 


Ww-) = allo Ho) (4.15) 


这 对 量子 比特 沿 着 相反 的 方向 发 送 ; Alice 收 到 第 I 个 , Bob 收 到 第 2 个 (图 4.2). 请 注 
意 , 第 三 者 并 非 是 必需 的 : Alice 可 以 产生 EPR 对 , 然后 将 每 对 中 的 一 个 发 送 给 Bob. 

(2) Alice 和 Bob 能 够 利用 EPR 对 的 量子 关联 , 来 发 现 Eve 是 否 曾经 截取 了 传输 中 
的 EPR 对 . 为 此 , 他 们 先 分 别 确定 三 个 方向 , 即 b, ia, Gg (Alice) Albi, bo, bs (Bob), 再 
分 别 随 机 选取 其 中 之 一 作为 测量 轴 来 测量 粒子 的 自 旋 ( 图 4.3). ipa (Gi, by) A Alice 
沿 & 方向 测量 自 旋 得 到 +]1、 而 Bob 沿 方向 测量 自 旋 得 到 土 1 的 概率 . 我 们 定义 关 
联系 数 


E (ai, b;) = p44 (ai, by) + p_— (Gs, bi) — pt- (Gi, by) — p—+ (Ga, by). (4.16) 
由 2.5 节 关于 贝尔 不 等 式 的 讨论 , 我 们 知道 
C = E(â1, b1) — E(â1, b3) + E(Ga,b1) + E(Gs, 63) = 一 2V2， (4.17) 


即 量 子 力学 违反 CHSH 不 等 式 |C| < 2( 见 2.5 方 ). 


(a) (b) 


图 4.3 ”Alice(a) 和 Bob(b) 的 测量 轴 方 向 
aay do, 86 方向 与 a 轴 的 夹 角 分 别 为 9, T, Zs br, ba, ia 的 分 别 为 开 ,， 5, Tt 


(3) Alice 和 Bob 通 过 公共 渠道 公布 每 次 测量 所 选 的 轴 ， 然 后 , 对 于 测量 轴 不 同 
的 情况 , 他 们 公开 测量 结果 . 这 使 得 Alice 和 Bob 可 以 检查 式 (4.17). 如 果 C > 一 2V2， 
则 说 明 Eve 攻 击 了 EPR 对 , 或 者 存在 噪声 效应 ( 注 : 可 以 证 明 ， 1CI 不 能 大 于 2vV2; 证 
明 见 如 Preskill, 1998). 如 果 未 出 现 这 种 情况 , 即 C = 一 2V2, Alice 和 Bob 沿 着 相同 轴 


第 4 章 量子 通信 157 
的 测量 结果 完全 反 关 联 , 即 


E(é2, b1) = E(ts, 62) = 一 1. (4.18) 


这 些 测 量 的 输出 为 Alice 与 Bob 所 共享 的 生 钥 ( Bob 对 他 的 结果 求 反 , 即 0 一 1 和 1 一 
o, 则 他 们 的 钥匙 变 得 相同 ). 这 之 后 ，Alice 和 Bob 可 以 执行 与 BB84 方 案 中 一 样 的 信 
息 调整 和 保密 增强 . | 

我 们 注意 到 , 关系 式 (4.17) 并 非 一 定 需 要 检测 . 更 简单 地 , Alice 和 Bob 可 以 随机 
地 以 + 概率 去 做 z 或 方向 的 测量 ， 测 量 之 后 ,Alice 和 Bob 利 用 公开 并 道 宣布 , 对 于 
每 个 EPR 对 他 们 测量 了 哪个 可 观测 量 . 在 他 们 的 测量 轴 相 同 的 情形 下 , 他 们 的 结果 
完全 反 关 联 . 取 这 些 比 特 而 放弃 其 他 比特 , 就 可 以 得 到 Alice 和 Bob 共 享 的 生 钥 . 此 
后 , 他 们 可 以 像 BB84 方 案 那样 进行 下 去 . 有 趣 的 是 , 密 钥 不 是 由 Alice 或 Bob 一 方 所 
产生 . 在 他 们 各 自 测量 其 所 共享 的 EPR 对 的 他 们 那 一 半 之 前 , 钥匙 还 没 被 确定 ; 只 
有 在 执行 了 本 质 上 为 随机 的 量子 测量 之 后 , 密 钥 才 出 现 . 最 后 , 我 们 强调 E91 方案 对 
于 铀 是 储存 有 潜在 的 意义 . 问题 如 下 : 一 旦 密 铀 被 确定 下 来 ，Alice 和 Bob 必 须 把 它 
存在 保险 箱 中 , 直到 他 们 需要 用 它 . 然而 , 该 密 钥 是 一 串 经 典 比特 , 原则 上 可 以 被 备 
OY. 也 许 打开 保险 箱 很 难 , 但 总 是 可 能 的 . 没有 什么 原则 上 的 原因 可 以 排除 这 种 可 
能 性 . 但 是 , 如 果 Alice 和 Bob 能 够 储存 EPR 对 , 他 们 可 以 一 直 等 到 需要 才 确 定 密 钥 . 
当然 , 实现 这 种 钥匙 储存 有 如 下 障碍 , 即 必须 将 EPR 对 维护 很 长 时 间 而 不 被 与 环境 
的 互 作用 所 导致 的 噪声 效应 所 破坏 . 现 有 技术 尚 不 能 做 到 这 一 点 . 


4.4 密集 编码 


就 量子 纠缠 在 通信 中 的 应 用 而 言 , 密集 编码 是 一 个 最 简单 的 例子 , 它 允 许 Alice 
以 发 送 单个 量子 比特 的 方式 , 发 给 Bob 两 个 经 典 比特 的 信息 . 密集 编码 方案 工作 如 
下 ( 见 图 4.4 中 的 示意 图 以 及 图 4.5 中 实现 该 方案 的 量子 线路 ): 


ALICE . BOB 


图 4.4 密集 编码 方案 的 示意 图 
双 线 代表 两 个 经 典 比特 , 单线 为 一 个 量子 比特 
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(1) 源 S 产 生 一 个 Alice 和 Bob 所 共享 的 EPR 对 . 例如 , 该 EPR 对 被 制备 于 以 下 状 


aS: 


\pt) = J5 (l00) +|11)). (4.19) 
为 了 得 到 该 贝尔 态 | 时 》 可 以 将 Hadamard 门 与 受 控 非 门 实施 于 态 |00) 
CNOT (H & 1)|00) = |¢+). (4.20) 


EHER]. 01). OMHE, ( 注 : 第 1 个 数字 标号 指 EPR 对 的 Alice 的 一 半 ， 
第 2 个 是 Bob 那 一 半 ), 变换 (4.20) 具 有 以 下 和 手 阵 表示 : 


1000 10 1 olf 1 
0100 01 0 ıllol 1 jo 
0001) v2}1 0 -1 ollo] Vilo (4.21) 
0010 01 0 -1} Jo 1 


请 注意 , 如 图 4.4 所 示 , 源 S 产 生 EPR 对 , 然后 将 EPR 对 中 的 一 个 发 送 给 Alice, 另 一 个 
发 给 Bob. 有 一 点 很 重要 , 即 Alice 和 Bob 可 以 离 得 任意 远 . 

(2) Alice 想 要 发 送 给 Bob 的 两 个 经 典 比特 有 4 个 可 能 的 取 值 : 00、01、10 和 11. 它 
们 决定 了 Alice 在 她 那 一 半 EPR 对 上 所 执行 的 义 正 运算 U: U = ,gz,0z, 或 ioy (RÜ 
提请 读者 注意 ,7 指 恒 等 算 子 , os oy, o EWA). 以 下 说 明 为 何 取 这 4 个 么 正 变 
换 . 

如 上 所 述 , 图 4.5 线 路 中 的 U 算 子 , 由 Alice 想 要 传 给 Bob 的 两 个 经 典 比特 的 信 所 
决定 . 如 果 想 传递 00, 她 就 在 她 那 一 方 的 EPR 对 上 执行 恒 等 运 算 . 这 给 出 如 下 平凡 
变换 : 

IQI) =|"). (4.22) 


如 果 想 传递 01, 好 就 在 她 那 一 方 的 EBPR 对 上 执行 泡 利 矩阵 cz 运算 , 得 到 


on TI") = |v"), (4.23) 


图 4.5 “执行 密集 编码 方案 的 量子 线路 
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在 计算 基 矢 上 , 这 对 应 于 以 下 矩阵 表示 : 


0010 1 0 
000 1{ 1 fof ili 
1 0 0 0lvalal vali (4.24) 
0100 1 0 
如 果 想 传递 10, 她 就 执行 c, 运 算 , 得 到 
a, @1\6*) = |97), (4.25) 
及 和 矩阵 表示 
10 0 0 1 1 
01 0 of 1 jo} afo (4.26) 
00 -1 of v2io| v2] 0 
00 0 -1 1 一 1 
最 后 , 如 果 想 传递 11, 她 就 执行 icy 运 算 , 得 到 
iey @ 了 人) 一 人) (4.27) 
KERRI 
0 010 1 0 
0 0 0 1/1 lo 1/1 
a 00 ol vlo) Vil-il (4.28) 
0 -1 0 0 1 0 


因此 , 图 4.5 中 的 线路 能 够 构造 3.4 节 中 所 定义 的 4 个 贝尔 态 (197), Wt) 的》 入 

(3) Alice 把 她 那 一 半 的 EPR 对 传 给 Bob. 

(4) Bob 在 该 EPR 对 上 实施 适当 的 么 正 运算 并 测量 两 个 量子 比特 ， 以 得 到 两 个 
经 典 比特 的 信息 . 首先 , Bob 将 贝尔 态 变换 成 计算 基 矢 态 ， 如 3.4 节 所 述 ， 适合 于 该 
运算 的 线路 是 图 3.7 的 道 线路 ， 它 也 是 图 45 所 示 的 密集 编码 线路 的 第 一 部 分 ， 由 
F Hadamard! J 和 受 控 非 门 是 自我 逆反 的 ， Bob 运 行 的 是 


(CNOT(E@D) = (H @1)CNOT, (4.29) 
其 矩阵 表示 为 
10 0 1 
1/01 1 O 
= — 4.30 
B ¥2}1 0 0 -1 (4.30) 
0 1 
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容易 验证 


B\é*) = |00), Bip*) = |01), 
B\g~) =10 Bly) = 11). (4.31) 


最 后 , Bob 测 量 在 计算 基 矢 上 的 两 个 量子 比特 , 从 而 以 100% 的 概率 得 到 所 要 的 
两 个 经 典 比特 . 

我 们 强调 , 密集 编码 在 经 典 物 理 里 是 不 可 能 的 , 因为 一 个 经 典 比 特 在 测量 它 之 
前 已 拥有 完全 定义 好 的 值 . 在 量子 力学 中 , 存在 纠缠 . 当 Alice 操 作 她 的 一 方 的 EPR 对 
时 , 她 不 是 在 操作 一 个 孤立 的 量子 比特 , 而 是 在 操作 一 个 纠缠 的 双 量子 比特 系统 . 


4.5 量子 隐形 传 态 


量子 隐形 传 态 (teleportation) 是 量子 物理 在 信息 论 领 域 中 的 最 惊人 的 应 用 之 一 : 
即使 在 Alice 仅 仅 发 送 经 典 信息 给 Bob 的 情况 下 , 它 人 允许 量子 信息 从 Alice 传 到 Bop. 
这 一 性 质 对 于 量子 计算 可 能 有 实际 的 意义 . 例如 , 它 可 能 应 用 于 一 台 量 子 计算 机 
的 不 同 部 分 之 间 的 量子 信息 的 传输 . 让 我 们 考虑 隐形 传 态 的 一 个 最 简单 的 例子 : AL 
ice 拥 有 一 个 处 于 未 知 状态 的 二 能 级 系统 


lW) = ao)0) + B11), (4.32) 


她 希望 仅仅 使 用 一 个 经 典 通 信 渠 道 , 将 这 一 重子 比特 传 给 Bob. 也 就 是 说 , 她 只 能 发 
送 经 典 比特 , 而 不 是 量子 比特 . 乍 一 看 ， 由 于 对 于 该 系统 的 测量 会 不 可 控制 地 扰动 
其 状态 , 而 且 Alice 从 这 种 测量 只 能 得 到 一 个 比特 的 信息 , 这 一 任务 似乎 是 不 可 能 完 
成 的 . 我 们 注意 到 , 由 于 该 量子 态 ly) 存 在 于 一 个 连续 空间 之 中 ( 它 由 和 Ap 两 个 复 参 
数 所 确定 ) 描述 它 需 要 无 穷 多 的 经 典 信息 . 然而 , 如 果 Alice 和 Bob 共 享 一 对 纠缠 着 
的 量子 比特 , 量子 隐形 传 态 可 以 解决 这 一 问题 . 量子 隐形 传 态 的 方案 概述 如 下 (实施 
隐形 传 态 的 量子 线路 如 图 4.6 所 示 ). 
(1) 线路 图 4.6 中 的 头 两 个 门 产生 贝尔 态 


1 
lyt) = p + [10)). (4.33) 
事实 上 
CNOT (H @ T) |01) = 4+}. (4.34) 


它们 由 产生 EPR 对 的 一 个 源 S 所 启动 . 随后 , 该 BEPR 对 的 第 1 半 被 发 送 给 Alice， 第 2 半 
给 Bob， 因 此 , Alice 拥 有 两 个 量子 比特 ( 态 |w) 和 半 个 EPR 对 )， Bob 有 一 个 (EPR 对 的 
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另 一 半 ) 请 注意 , Alice 和 Bob 可 以 离 得 很 远 . 这 三 个 量子 比特 的 态 由 以 下 直 积 给 出 : 
Ib) @ w+) = (al0) + 811)) @ 3 (on + |10)) 


1001) + |010)) + -到 B_(\101) + |110)). (4.35) 


= ya! Vi 


图 46 ”量子 隐形 传 态 线路 图 
第 1 条 线 代表 要 传输 的 量子 比特 , 第 2 条 线 为 Alice 所 拥有 的 量子 比特 , 第 3 条 线 是 Bob 的 量子 比特 . 从 Alice 所 
做 的 测量 (通过 探测 器 Do 和 D1) 而 得 到 的 两 个 经 典 比 特 的 信息 , 被 用 来 控制 Bob 所 执行 的 么 正 变换 5 


(2) Alice 让 量子 比特 |w) 与 她 那 一 半 EPR 对 相互 作用 ， 这 一 步 是 必须 的 .事实 
E, 如 果 Alice 在 计算 基 矢 上 做 一 个 测量 , 量子 态 | 办 会 雪 缩 到 |0) 或 |1), 这 样 , Alice 将 
无 法 获得 足够 的 信息 以 重建 该 量子 态 . 解决 该 问题 的 出 路 是 在 贝尔 基 矢 上 作 测 量 ， 
贝尔 基 矢 是 在 3.4.1 节 中 所 定义 的 |g+), 67), Wt) Aw). 这 些 态 构成 一 套 正 交 完 备 
集 , 因此 , 计算 基 矢 可 以 在 这 一 基 矢 上 展开 . 这 样 , 我 们 得 到 


I00) = alle +16-)), 


jun) = vate" -|6-)), so 
jot) = (WW) +0), 
10) = Za(WW*) 1). 
将 这 些 关系 式 插 人 等 式 (4.35), 我 们 得 到 
jd) @ It) = Sot) +16) D+ 20 + 147))10) 
+2 (wt) = WW))ID + Bll") = 17) 10) 
= tw+) (alo) + ID) + 3105) (a10) — A11) 
+E (all) + 810) + al) (el) — BIO) (437) 
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如 果 Alice 做 一 个 贝尔 测量 , 将 以 相同 的 p 二 了 概率 得 到 |4* ) 与 4+) 四 个 态 中 的 
一 个 . 请 注意 , 正如 在 3.4 节 中 所 见 , 如 果 在 测量 之 前 执行 如 下 么 正 变换 : 


(H ® 1) CNOT, (4.38) 


贝尔 测量 可 以 被 转换 成 为 在 计算 基 矢 上 的 一 个 标准 测量 . 该 变换 将 |g+) 转 变 为 |00)， 
bt) 转变 为 |01), I$-) 转 变 为 |10), 而 |w-) 转 变 为 |11)( 见 4.3 节 ). 因此 , Alice 可 以 对 她 
所 拥有 的 两 个 量子 比特 实施 么 正 变换 (4.38), 从 而 导致 下 面 给 出 的 三 量子 比特 的 整 
体态 : 


2101) (alo) + Bl1)) + 5111) (ol0) - BID)) 
+5100) (a1) + B10)) + $120) (a2) — 210)) . (4.39) 


(3) Alice 在 计算 基 矢 上 测量 她 所 拥有 的 两 个 量子 比特 . 4 个 可 能 的 结果 (00, 01, 
10 和 11) 给 出 两 个 比特 的 经 典 信息 . 如 从 表示 式 (4.39) 中 所 见 , 如 果 Alice 的 测量 结果 
是 00, Bob 的 粒子 的 状态 志 缩 为 al1) + G0). 类 似 地 , 测量 结果 01、10 和 11 分 别 意味 
着 Bob 的 粒子 的 态 为 al0y + 4/1), a1) — 810) 和 alo) — 811). 

(4) Alice 将 她 所 测量 到 的 两 个 经 典 比特 的 信息 发 送 给 Bob， 

(5) Bob 根 据 他 所 收 到 的 两 个 比特 的 经 典 信息 , 获知 Alice 得 到 了 4 个 可 能 的 结果 
中 的 那 一 个 . 依据 于 这 一 经 典 消息 , Bob 对 他 的 量子 比特 执行 下 述 4 个 么 正 运算 中 
的 一 个 , 即 可 以 恢复 状态 | 四. 具体 而 言 , 如 果 Alice 得 到 00, Bob 实 施 V = os; 类 似 地 ， 
01, 10 和 11 分 别 导致 = I, U = ioy 和 U = oz. 

我 们 强调 , 隐形 传 态 不 允许 以 超 光 速 传递 量子 信息 . 事实 上 , 为 了 让 Bob 重 建 状 
Ely), Alice 必 须发 送 给 他 两 个 比特 的 经 典 信息 . 这 一 信息 由 经 典 方法 传输 , 其 速度 
不 超过 光速 . 亦 请 注意 , 从 Alice 传 给 Bob 的 是 关于 量子 态 、 即 量子 比特 的 信息 , 而 非 
物理 系统 本 身 . 在 Alice 和 Bob 的 实验 室 里 , 实现 量子 比特 的 物理 系统 可 能 会 很 不 相 
同 . 

我 们 也 要 强调 , 隐形 传 态 与 不 可 克隆 定理 完全 相 容 . 在 隐形 传 态 过 程 的 结束 
阶段 , ETSY) 为 Bob 所 拥有 ， 而 原始 的 量子 态 变 为 |0) 或 |1( 有 具体 为 哪 一 个 , 依赖 
于 Alice 的 测量 结果 ). 未 知 的 量子 态 |w) 在 一 处 消失 ， 而 在 另 一 处 出 现 . 

注意 到 下 面 这 一 点 是 很 有 趣 的 , 即 密集 编码 和 量子 隐形 传 态 可 以 利用 同一 个 量 
子 线路 来 完成 , 只 是 截断 于 不 同 的 位 置 (图 4.7). 

最 后 , 我 们 愿意 强调 , 隐形 传 态 在 许多 量子 计算 程序 中 起 着 重要 作用 (Gottesman， 
Chuang, 1999; Knill et al., 2001). 它 是 将 量子 态 从 一 个 系统 传 到 另 一 个 系统 
的 强 有 力 工具 , 而 由 几 个 独立 部 分 所 组 成 的 量子 计算 机 恰恰 需要 这 一 点 . 万 
其 是 , 业已 证 明 , 隐形 传 态 加 上 对 单个 量子 比特 的 操作 ， 足以 实现 通用 量子 计 
算 (Gottesman, Chuang, 1999). 
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图 4.7 密集 编码 (a) 与 隐形 传 态 (b) 的 图 示 
双 线 代表 两 个 经 典 比特 , 单线 是 一 个 量子 比特 , S 为 EPR 源 , M 代 表 测 量 过 程 , U 为 两 个 经 典 比特 所 决定 的 入 
正 变换 ,“in” 和 “out" 是 线路 的 输入 和 输出 


习题 4.6 研究 图 4.8 所 给 出 的 量子 线路 . : 它 利 用 量子 计算 实现 隐形 传 
态 (Brassard 等 ，1998)， 证 明 : RE) 由 输出 线路 中 的 第 3 条 线 所 恢复 . B 
为 CNOT 门 在 第 1 与 第 2 以 及 第 2 与 第 3 个 量子 比特 之 间 执 行 , 这 一 线路 有 
时 被 称 为 内 向 传输 (intraportation). 因此 , 为 了 执行 这 些 CNOT 门 ， 头 两 个 量子 
比特 不 能 离 第 3 个 任意 远 . 


| > 


图 4.8 一 个 执行 内 向 传输 的 量子 线路 
最 后 一 个 门 给 出 一 个 可 控制 的 r 角 度 相 移 


习题 4.7 研究 图 4.9, 它 对 于 一 个 EPR 对 实施 隐形 传 态 ( Gorbachev and Tru- 
bilko, 2000). 左边 的 那些 量子 门 产生 纠缠 态 


ajo>pll> PD 
| 由 一 二 THe i 
o> HA} I 1 | - i | 
10> EHEH 中 
v ta © 4 人 一 


图 4.9 针对 于 一 个 纠缠 对 ， 实施 量子 隐形 传 态 的 量子 线路 图 
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alol) + 8110) (4.40) 
以 及 GHZ(Greenberger, Horne 和 Zeilinger) 态 


a (000) + |111)). (4.41) 


证 明 最终, 式 (4.40) 中 的 EPR 态 由 图 4.9 中 的 最 后 两 条 线 所 恢复 . 


4.6 实验 状况 概述 


有 数 个 量子 光学 实验 演示 了 隐形 传 态 程序 , 在 罗马 和 因 斯 布鲁克 所 作 的 
光子 EPR 对 的 实验 开 其 先河 . 近来 , 在 日 内 瓦 , 实现 了 利用 一 2km 长 的 光纤 所 作 
的 长 距离 隐形 传 态 . 从 量子 计算 的 角度 看 , 在 快速 进展 的 量子 光学 领域 之 外 ， 
其 他 种 类 的 隐形 传 态 尤为 引 人 注 意 , 其 中 , NMR 实 验 已 成 功 地 实现 了 隐形 传 
AS. 此 外 , 也 有 提案 讨论 原子 态 的 隐形 传 态 , 以 及 利用 量子 点 来 作 电子 隐形 传 


太 


panga 


很 可 能 , 量子 密码 术 (更 确切 地 , 量子 钥匙 的 分 配 ) 将 会 成 为 第 一 个 找到 商业 用 
途 的 量子 信息 方案 . 近来 , 在 这 一 领域 内 的 实验 进展 给 人 以 深刻 印象 . 利用 光纤 , 人 
们 在 长 达 数 十 千 米 的 距离 上 演示 了 量子 密码 术 方 案 , 其 速率 为 每 秒 于 个 比特 的 量 
级 . 请 注意 , 在 我 们 所 说 的 光学 实验 中 , 一 个 量子 比特 在 物理 上 由 单个 光子 来 实现 . 
我 们 愿意 指出 , 这 些 实验 用 的 是 标准 的 光学 通信 渠道 , 因此 , 没有 必要 为 此 建造 特 
PRICK. 

FARRAH TSE RSE EE, 吸收 损耗 以 及 光子 去 偏振 的 概率 都 随 着 光 
纤 的 长 度 而 呈 指 数 增长 . 在 现 有 技术 条 件 下 , 利用 光纤 实施 超过 100km 的 量子 通信 ， 
似乎 是 困难 的 . 为 了 增加 距离 , 可 以 利用 量子 转发 器 , 即 实施 旨 在 增加 传输 光子 的 
保 真 度 的 量子 净化 方案 (Briegel et al., 1998). 这 种 量子 转发 器 在 实验 上 尚未 实现 . 

在 另 一 个 完全 不 同 的 方案 中 , 量子 比特 (光子 ) 在 自由 空间 中 传播 . 利用 这 一 方 
法 的 量子 密码 系统 , 最 近 被 证 实 可 以 传 到 数 于 米 距 离 之 外 . 有 一 点 很 重要 , 在 该 实 
验 中 , 沿 着 光路 所 遇 到 的 汕 流 , 与 地 球 卫星 传输 中 的 等 效 庙 流 是 可 比较 的 . 因此 , 可 
以 期 望 , 在 不 远 的 将 来 , 有 可 能 利用 卫星 联系 进行 自 由 空间 中 的 光子 传输 , 从 而 实 
施 密 铀 的 远 距离 分 配 ( 如 在 两 个 不 同 的 大 陆 之 间 ). 


4.7 参考 资料 指南 
不 可 克隆 定理 由 Dieks(1982)， 以 及 Wootters 和 Zurek(1982) 给 出 . 该 定理 并 不 禁 
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止 不 完全 克隆 机 的 存在 例如, 在 Buzek 和 Hillery(1996), Gisin 和 Massar(1997), 以 
及 Brug 等 (1998) 的 文章 中 对 此 有 所 讨论 . 

Welsh (1997 ) 出 了 一 本 关于 经 典 密码 术 的 书 . 在 4.3 节 中 所 讨论 的 量子 密码 
术 方 案 , 来 自 于 Bennett 和 Brassard (1984) 以 及 Ekert (1991) 发 表 的 文章 , 亦 可 参 
见 Bennett 等 (1992) 发 表 的 文章 . 另 一 个 有 趣 的 、 利 用 非 正 交 量 子 态 的 方案 由 Bennett 
(1992) 引进 . 量子 密码 术 的 近期 综述 见 Gisin 等 (2002) 的 文章 . 很 值得 一 读 的 入 门 读 
物 有 Bennett 等 (1991), Brug 和 Liitkenhaus (2000), 以 及 Lomonaco (2001). 有 实验 证 
实 , 量子 钥匙 的 分 配 可 以 通过 光纤 (Gisin 等 , 2002) 以 及 自由 空间 的 光学 连接 (Buttler 
等 , 2000; Kurtsiefer 等 , 2002) 而 进行 此 外 , 利用 光纤 (Tapster 等 , 1994; Tittel 等 ， 
1998) 或 者 自由 空间 路 径 (Asplemeyer 等 , 2003), 有 可 能 长 距离 地 共享 纠缠 光子 对 . 

量子 隐形 传 态 由 Bennett 等 (1993) 发 现 . 在 实验 室 中 的 第 一 次 实现 情况 如 
F: Boschi 等 (1998), 以 及 Bouwmeester 等 (1997) 首次 利用 量子 光学 技术 ; Furu- 
sawa 等 (1998) 首次 利用 连续 变量 ; Nielsen 等 (1998) 首次 利用 核磁 共振 技术 . 量子 ， 
密集 编码 方案 应 归功 于 Bennett 和 Wiesner (1992), 其 实验 实现 由 Mattle 等 (1996) 
完成 . i 


习题 答案 


第 1 章 
习题 1.1 


(a 1 b) T (a Tb) = (a 10) A (a Tb) = 1 — (at b}? 
=1-(atb)=1-(1-—ab)=ab=aAb. (1a) 
(a ta) t (btb) = (1- a^a) f (1—bAb) = (1 —a7) fT (1 — 87) 
=(1-a) t(1—6) =(1—a)A(1—B) 
=1-(1—a)(1—b) =a+b-—ab=avb. (1b) 


习题 1.2 Ha = b= 1 为 输入 ， 则 输出 为 =e 车 c 二 0 则 c = ard FA, 我 们 按 
如 下 方法 得 到 或 门 : 从 非 门 我 们 得 到 6 和 P RIG, 对 于 输入 瑟 b 和 ce = 1, 我 们 执行 Toffoli 门 , 得 
到 cf = aVb. 

习题 1.3 只 要 证 明 以 下 内 容 即 可 : 从 Fredkin 门 可 以 构造 门 的 通用 和 集 , 即 与 、 或 、 非 以 及 复 
制 (FANOUT) 门 , 如 果 Fredkin 门 的 输入 为 5 = 0 和 c = 1, NY =a, d =a, Am, 我 们 可 以 同时 
得 到 FANOUT 门 与 非 门 . 置 c 二 0, Ad =aAb. 利用 Morgan 恒 等 式 : a Vb 一 豆 信 b, 可 以 从 与 、 
非 门 构造 或 门 . l 
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习题 2,1 H{jæn), laiz} -e ,|aie)} 是 线性 算 子 4 的 相应 于 本 征 值 ai 的 本 征 秋 ， 而 |a5) 是 相 
应 于 本 征 值 Qqj 的 一 个 本 征 矢 . 进一步 假设 ar 天 ay、 并 且 {las)} 与 jaz) 不 是 线性 独立 的 , 即 


k 
læ) = > alan). (2) 
t=1 
然后 , 有 ， ， 
4loi) = >> aAlany = >> casjau) = ailas}. (3) 
t=1 i=1 


E A Ala;) = ajla), 我 们 得 到 as = aj, RSA, 5a; KAR—RRMF MH. 
习题 2.2 BAP BREE ERE 


(A+ B)t]i = (A+B)% = Aji + BY = Al, + B}. (4) 
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(4 B)i = $ Air Bry, (5) 
k 
有 
(4 B)}, = (AB) = > Ajx Bis - (6) 
进而 ,得 到 
(BY A) = 0 (Be (AD = > Bi Aje = > 4 和 Bis , (7) 


k 
因此 , 比较 方程 (6) 和 (7), 可 以 证 明 (AB)i = B'A. 最 后 , 得 到 


(As = (AYR = [AGI = Ai. (8) 
习题 2.3 ”从 方程 (2.55), 我 们 看 到 投影 算 子 尸 的 矩阵 元 为 
Pi; = (PIG) = 2 lead lal) (9) 
HP, {pRB PAE -BRA. 从 而 ， 
Pi = $ oila tali" = Dlodi lilo) = Pas (10) 


因此 , 投影 算 子 是 一 个 厄 米 算 子 ， 排 除 不 重要 的 P = [情况 , 投影 算 子 是 不 可 北 的 ， 这 是 因为 ， 
与 P 生 和 直 的 子 空间 中 的 本 征 矢 具 有 为 0 的 本 征 值 , 从 而 , det PP = 0, RABAT ARTE. 

习题 2.4 ”可 以 立即 验证 泡 利 算 子 是 尼 米 的 : at = (oF)”(i 二 ,yz). Hor), UTAR 
itoz’ = (of)*, 因此 , 泡 利 矩阵 也 是 么 正 的 . 

习题 2.5 将 算 子 A 作用 于 一 个 一 般 性 的 矢量 |) 上 , 记 所 得 到 的 矢量 为 [8), |G) = Alp). 用 
BES- 对 所 有 的 失 量 作 变 换 ( 见 方程 (2.76)), KHZ, |v’) = Sw) 与 | 内) = Sse). 于是， 


Slo) = SA lp) = SAS~*S |y), (11) 
这 里 , 我 们 用 到 关系 3-19 =I. 最 后 , 得 到 
lp’) = SAS |") = A’ WW), (12) 


这 意味 着 最 终 的 结果 为 
A’=5 145. (13) 


习题 2.6 我 们 有 da; = SoS (i = 2,4, 2), 其 中 ， 联系 18% {|0), |1)} 与 新 基 矢 {| 十 )， | 一 人 
的 短 阵 5 由 方程 (2.87) 给 出 . 注意 5 是 自 逆 的 , SHS. TR, 有 


„afa afosa fs al ofi of_,. 
a-a alia alia P oy) 


类 似 地 , 我 们 得 到 of = 一 gy 和 0g = oz. 
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习题 2.7 因为 
A=A, Bi=B, 
有 
GJA, Bi = {AB —iBA}' = -iBt AT +iA'BÌ = iA, B]. 
习题 2.8 
0 00 -i 
Q 1 0 一 i 00i 0 
Or @ ay = = 
的 a 0 -io0 0 
i 00 0 
0100 
10 0 1 1000 
IOO: = @ 一 
Hi al 0001 
0010 


习题 2.9 任意 么 正 算 子 吕 是 正 态 的 , 因此 可 以 对 角 化 . 于 是 , 我们 可 以 将 其 谱 分 解 写 为 


DV = NOL 
j 
因为 勾 正 算 子 保持 矢量 的 内 积 不 变 , 我 们 有 
GUTUI) = Ali), 
这 意味 着 |Aj| = 1. 这样, 方程 (19) 可 以 被 改写 如 下 : 
U = 》 els), 
了 
其 中 , oj 是 实数 , 现在 , 我 们 定义 算 子 
A= Dailj)(l. 
j 
由 于 A 已 经 是 对 角形 式 , 可 以 简单 地 给 出 算 子 ei4 
ef = eA 
了 


因此 , ei4 —U. Fit, 我 们 证 明 4 是 龙 米 的 . 首先 ， 我 们 看 出 


于 是 


(15) 


(16) 


(17) 


(18) 


(19) 


(20) 


(21) 


(22) 


(23) 


(24) 


(25) 
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HAUT! =e`4, 当 At = AN, PAX EXAT, 条 件 Ut =U 才 被 满足 . 
习题 2.10 海 森 伯 不 确定 性 关系 告诉 我 们 


1 
Ao, Ac, > z lOl olO)|. (26) 


HES DF loz, oy], 得 到 


=1. (27) 


习题 2.11 第 1 台 仪器 制备 状态 |+) = | 巧 ， 处 于 该 状态 |1) 的 粒子 随后 进入 第 2 台 仪 器 , 被 
制备 为 状态 |+)y = Fai) 十 |1))， 最 后 ,第 3 人 台 仪 器 分 析 状 态 | 十 )y: 测量 oz， 以 同样 的 概 
率 po 和 zi 得 到 两 个 可 能 的 输出 | 十 )z = |0) 与 | 一 )s 二 |)， 


po = [Olt = 55 mja = (28) 
习题 2.12 BGA (2.164) HRA 
_ Jo] _ py [2 
Wit) po] u(i) PH , (29) 
其 中 , 么 正 的 时 间 演 化 算 子 为 
U(t) = exp |; m ， (30) 
而 
H=-pH-o (31) 
是 系统 的 哈密 顿 量 . 具体 计算 U(t), 有 
-i m= H (H ø) =ia(n 0), (32) 


其 中 , 我 们 定义 了 


a= HÉ [H2 + HB + R3, n= grp Ti Hes Ho He). (33) 
对 U(t) 作 泰勒 展开 , 得 到 
U(t) =e*"” 
= [村 ee + | tifeo] 
= cosa I + isina (n - ø), (34) 
其 中 , 为 得 到 最 后 一 个 等 式 , 用 到 了 (no)? 二 了 这 样 , 我 们 有 


cosa +isinanz sina (ns +ina) (35) 


U(t) = | 


2 = 9 . 了 
sina (一 ny + inz) cosa —isinan 


其 中 , ne, ny nz 是 单位 矢量 mm 的 箭 卡 儿 分 量 . 泡 利 算 子 的 平均 值 计 算 如 下 : 
(os) = (yO os WHO) = (bOI Ut os U (0). | (36) 
为 了 从 初 态 |0) 得 到 态 |1), 我 们 选择 一 个 沿 着 z 轴 方向 的 磁场 . 这 意味 着 
H =(Hz,0,0) B n=(1,0,0). (37) 
我 们 要 求 , List MRK Eyi) = U(t) S| BS, Hr 
H -u 1] _ cos(a(t) isin(a(#)) 1 | (38) 
1 0 isin(a(t)) cos(a(#)) | [0 
% cos(a(£)) = 0 时 , 这 一 条 件 可 以 被 满足 (除了 一 个 没有 物理 意义 的 整体 相位 ). 第 1 个 这 样 的 时 
间 f 由 下 而 的 方程 给 出 : _ 
ag) = Melt = 3. (39) 
习题 2.13 -AREFE AETIA, 当 且 仅 当 它 可 以 被 写成 如 下 形式 : 
l) = (alo) + BI1)) & (710) + 41) , (40) 


其 中 , a, B, yoORLBK, BEN H al? + [BP = 1 和 Im + [SP = 1. RAS) W 
式 (2.171) 给 出 ， THB RH (40) tay = a Bô = WA ad = 0 和 BY = 0. 由 于 这 四 个 条 件 不 
可 能 同时 被 满足 , 该 态 必 为 纠缠 态 . 

习题 2.14 插入 由 方程 (2.160) 给 出 的 | 十 )u 和 | 一 ) 的 明显 表示 式 , 我 们 得 到 


|+)ul—)e — |u] +) 


4 cos 4 e 14/2 4 —sin ei$/2 
vi sin 5 ip/2 ® v2 cos 0 id/2 
— sin — e™*%/? cos 0 19/2 
L 2 四 L 2 -i 1 . (41) 
va cos 9 G0/2 v2 sin = e'?/? v2 |-1 
0 


终 态 与 内 的 方向 无 关 ， 是 单 志 - 方 (01) - |10)). 
习题 2.15 (a) 对 第 1 个 粒子 测量 o。 为 方便 起 见 ,将 态 (2.178) 重 写 为 
5 
A aai 
因此 , 对 第 1 个 粒子 测量 gs, 以 概率 (|al? + OPA E+, ARE AE (||? 十 |6]2) 得 到 一 1 进 一 
步 , Malo, 二 十 1 后 , PIFHTF UREA 
_ al0) + BI) (43a) 


|p) 2 = ee, 
Vio? + BP 
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而 如 果 结 果 是 oz = 一 1, 则 第 2 个 粒子 的 状态 韧 缩 为 


(x), 10) +6]1) 
Ie’ ) = Vp a Br (43b) 
(b) 对 第 1 个 粒子 测量 gs. 考虑 到 
= 0+ m= j H), (44) 


我 们 将 态 (2.178) 重 写 为 


1b) = aa (ltl )) (alo) + 210) + = 5 (I+) 一 [—)) (yl0) + 511)) 
- [lat v? ++ + 
vla + yl? + |8 + 3)? 


[a IP FIBS, a, o (a~7) 10) + (6 ~ 4) 11) 
+ 2 De -i (5) 


然后 , 与 前 例 类 似 , 我 们 可 以 计算 测量 得 到 os = +150, = 一 1 的 概率 ,以 及 第 2 个 粒子 在 测量 之 
Ke HG BI HHI AS. 
习题 2.16 容易 验证 


. Oo-rl0)=z, (lo-rll)=— 


(46) 
Ojo-r|l)=e-iy, (Horlo)=z2+iy, 
其 中 , o = (on, 0y,0z), 7 = (x,y,z) 利用 等 式 (46)， 我 们 得 到 
Ca 
=5 (01 ~ Gol) (o™ -a)(#™ - b) (101) — |10)) 
=} (oo -ao)(tjo™ bl) — 5 ie -all)(lle® - b10) 
— Faye -ajo)ojo™ - 61) +5 la ol) 610) 
=—a-b, (47) 


其 中 , | 办 ) 是 单 态 (2.175). 
习题 2.17 自 旋 1/2 粒 子 的 两 个 基 和 失 具 有 任意 相位 , 我 们 总 可 以 选择 这 两 个 相位 , 使 得 ac 和 有 
为 正 实数 . 我 们 计算 关联 函数 
Cla, b) =(pl(o - a)(o® - b)iv) 
~=(a(00{ + B(11|) (o™ - a) (a ™ - b) (a100) + BI11)) 
= Olr «a |0)(0]o®) -b0 + PUA -a{1)(1] a - b{1) 
+ 208 Re (do o™ alij ojo P -b w) 


=Za 2b + 20P (Tars — Yayo); (48) 
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其 中 ， a= (Za, Ya, Za); b= (Tb, Yo, Zb). 考虑 以 下 方向 ， a= (1, 0, 0), a’ = (0, 0, 1), b = 
(zo, 0, zb), 以 及 一 (— £b, 0, Zb), 我 们 得 到 


|C(a, b) — C(a’,b')| + |C(a’,b) + C(a’, b’)| = 2(a + 2a Ban). (49) 

因此 , 如 果 z + 208s, > 1, CHSH 不 等 式 不 成 立 . APPAR Ebaz kA, 我 们 得 
到 

ze + 2aßza 一 cos 加 十 2apbsinabs =1 二 2apb0 + O(02) ， (50) 


只 要 a 和 都 不 为 零 ,并 且 Bp 为 正 且 足够 小 , 上 面 等 式 两 边 的 量 就 大 于 1. 因此 , 违反 贝尔 不 等 式 是 
纠缠 态 的 较 普 遍 的 特点 . 
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习题 3.1 对 这 两 个 态 作 一 转动 , W) 一 |i) = RW ma 一 |b) = Rio), HP, 
RÆ E, 使 得 转动 过 的 态 由 的 一 个 ， Joji), 与 Block 球 的 北极 一 致 . 这 样 , 我 们 有 |w1) = 
10) 与 Iw) = cos 310) + e? sin $1), 其 中 , 角度 9 和 的 Ht & kya A BlockREMEE(BLF 
程 (3.4)). 注意 , 0 Block Elyn) 5 WZ MARA. 我 们 有 


8 
F = (ilta)? = [vilva) =| IEA = cos? $. (51) 
e sins 
习题 3.2 首先 , 我 们 注意 到 
H Relo) H = p naL = omg I tisngo (52) 
isin > COS = 


2 hh th — BA abs seh. 方程 (3.27) 中 的 一 连 囊 转动 的 意义 如 下 : 
(1) 瓦 =( 一 于 一身) 是 Block 球 绕 z 轴 做 一 2 一 办 角度 的 转动 . 这 样 , Block 球 上 位 置 为 (01, g1) 的 
态 被 转 到 态 (91, I) 该 态 在 (一 y,z) 平 面 内 . 
(2) 如 方程 (52) 所 示 , H Ra (02 ~ 91) H Blocks Renda, 一 92 角度 的 转动 . TA, AK 
变 为 (92, 一 至 ). 
(3) Re(B+ po) RBZ + 2 角度 的 转动 ,由 此 引导 到 最 后 的 位 置 (02, $2). 
习题 3.3 ”计算 lw') = Relly), 我 们 得 到 
T =T, 
y =y cos — z sinĝ, (53) 
z’ = y sinĝ +z cosd, 
其 中 , (zy, Zz) 与 (2 和 ,YZ ) 分 别 表 示 |) 与 | 由) 的 稀 卡 儿 举 标 ， 可 以 肯定 , (53)] 表 示 一 个 绕 了 轴 做 6 角 
度 的 逆 时 针 旋 转 . 同样 地 , 我 们 可 以 计算 Iw 人 ) = Ry(6) |¥), 得 到 
r =2cosé+z sind, 
y =y, (54) 
z! =x sinô + z cos ô, 
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表示 一 个 绕 8 轴 做 5 角度 的 北 时 针 旋 转 ， 
习题 3.4 简单 地 比较 方程 (3.12) 中 的 给 阵 D1， 与 方程 (3.33) 中 的 旋转 短 阵 忆 y(5)， 可 以 看 
RU = Ry(—8). 类 似 地 , 比较 方程 (3.1 旬 中 的 U2, 与 方程 (3.32) 中 的 Rs(6), 得 到 U2 = R,(3). 
习题 3.5 一 个 一 般 的 2 x 2 么 正 短 阵 U, 可 以 被 看 作为 绕 Bloch 球 的 某 个 轴 做 5 角度 旋转 (该 
轴 的 方向 为 单位 多量 no = (na, ny, nz)). 因此 , 我 们 可 以 按照 方程 (3.38) RAZU, 得 到 


VD = eos (3) I- isin($) (n:o). (55) 
习题 3.6 ”直接 计算 得 到 


{a .ez) 全 :er) =(aros + ayoy 十 CQzoz)( 因 oz + byoy 十 bcoz) 
一 arbn 0% 十 ayby oF + azbz O? + (azby — aybz) ozcy 
+ (aybz — azby) ayaz + (azbz — azbz) 720% 
=azbzs I + dyby I + azbz I + (acpby — aybs) ioe 
+ (aybz — azby) igs + (azbs — azbz) ioy 
=(a-b)I+io-(a x b). (56) 
注意 , RAMS BABB FIE: (i) ayas = 一 0y0w, ozay = 一 0y0z 和 azaz = —0202 
(fp ASE StH); (ii) of = ay = 02 = I; 与 (这 ) aocy = ios, ayaz = toe 和 zaoz = iy. 
习题 3.7 态 矢 (3.45) 可 以 被 等 价 地 写 为 
Ip) =a {100) + bo e*9|01) + bi e!* {10) + brdo ells too) 11) } . (57) 
将 受 控 非 (CNOT) 门 作用 于 该 态 得 到 
CNOT |b) = a { 00) + be eigej01) + bi e'%]11) + bibo ero} 10y} ， (58) 
当 且 仅 当 bo eigo = 1, 它 是 可 分 离 的 . 因此 , 当 且 仅 当 以 下 两 个 条 件 至 少 有 一 个 被 满足 时 ,CNOT 门 
产生 纠缠 态 
bo 天 1, do 天 0. (59) 
习题 3.8 ”对 于 由 方程 (3.46) 定 义 的 、 推 广 的 CNOT 门 B, 图 1 给 出 了 一 个 实现 它 的 方案 , 该 
方案 利用 了 标准 的 CNOT 门 与 单 量子 比特 非 门 . 第 一 个 非 门将 控制 比特 的 状态 了 予以 翻转 , 这 样 ， 
仅 当 在 非 门 之 前 的 控制 比特 的 初始 态 为 |0) 时 ， 标准 CNOT 门 才 起 作用 . 第 2 个 非 门 恢复 目标 量子 
比特 的 原始 状态 . 用 类 似 的 程序 , 我 们 可 以 得 到 推广 的 CNOT 门 DD 和 CO. 最 后 ， 我 们 提请 注意 , 非 


为 了 证 明 困 3.3 让 的 两 个 线路 图 是 等 价 的 ， 我 们 必须 证 明 


C= H®? AR”, (60) 


其 中 , A 是 标准 CNOT 门 , C 是 推广 的 CNOT 门 ， RH = HEH. 我 们 有 
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图 1 推广 的 CNOT 门 B 被 分 解 为 一 个 标准 CNOT 门 与 两 个 非 门 N 


1 1 1 1 
1|1-1 1-1 
H? = = 1 
2/1 1-1-1 (61) 
1-1-1 1 
这 样 , RATTA BAR AH AL (60) FEM RAR, 并 且 证 实 
1000 0010 
010 
0| ps2| © 190] goz (62) 
0001 1006 
0010 0001 


习题 3.9 HARRIET. 例如 , 我 们 可 以 验证 SWAP 门 由 图 3.4 中 的 线路 图 来 实现 F 
实 上 , 由 于 


10001T1000lT1000 1000 
0100 0001 0100 0010 
= (63) 
o001/{o0010||o0001 0100 
oo1o}{o100flo0010 0001 
我 们 有 
ACA = SWAP. (64) 
等 价 地 , 我 们 可 以 对 计算 基 矢 的 态 实施 一 串 推 广 的 CNOT 门 , 并 且 验 证 
AGAI00) = |00) = SWAPJ00), ACA (01) = |10) = SWAP(01), 
ACA{10) = |01) =SWAP|10), ACA{11) = |11) = SWAP|11). (65) 


这 样 ,因为 两 个 算 子 都 是 线性 的 , 并 且 作用 在 一 套 基 秋 上 给 出 相同 结果 , ACA = SWAP. 
24 个 可 能 的 置换 矩阵 为 
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1 
0 
P= 
0 
D 
1 
0 
P= 
0 
0 
0 
1 
P; = 
0 
0 
0 
0 
Po = 
1 
0 
0 
1 
Pis = 
0 
0 
0 
0 
Pre = 
0 
1 
0 
1 
Pig = 
0 
0 
0 
P 0 
22 = 0 
1 


ocoO5roeocr ooo eoreoroaocaoorF ee err eee ee Pe 


0 
0 
1 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
G 
1 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
1 
0 


0 1000 1 
0 0100 0 
» P= », B= 
0 00091 0 
1 60010 D 
0 1000 1 

0 0 1 
， B= 0 0 ， Ps = 0 
1 0100 8 
Q 0010 0 
0 0100 0 
9 1000 0 
9 Pe = » B= 
0 0001 0 
1 0010 1 
0 0100 
0 0061 
， P= ， P12 = 
0 0010 
1 1000 、 
0 0010 
0 1000 
， Pa = ， Ps= 
0 0001 
1 0100 
Q 0010 
0 0001 
， Pr = ; Ps = 
1 1000 
0 0100 
1 0001 
0 1000 
， fo = ， Pa= 
0 0010 
0 0100 
1 0001 
0 0010 
， £3= ， Pa = 
0 10900 
0 0100 


roonocroorooeteoreoeorore SF sg coor r oO eee YF Of 
局 
pororccocoe coor aoe ocr rF BSF eH oO Oo Or OY OOS 


coorocoooreocrecreceocr ors 


注意 马 = SWAP. 如 图 2 所 示 ， 这 些 置 换 皂 阵 可 通过 推广 的 CNOT 门 来 实现 . 
习题 3.10 ERRERA, 容易 验证 


CMINUS = (I ® H) CNOT (I ® H). 


Cet ed E E -一 
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(66) 


(67) 
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RE, 由 于 (I @ 媚 )2 =T@ 了 如 果 我 们 对 方程 (67) 两 边 夹 以 (I O H), 就 会 立即 得 到 关系 式 


CNOT = (I @ H} CMINUS(I @ H). (68) 
b ob Fi 
oib 
Sa ji 
——e +> 


D © 


— 
oe ob $b oth 
on 


oo t f 
i 中 C 
O QO 二 P 


图 2 ”实现 置换 矩阵 (66) 的 量子 线路 图 
没有 控制 量子 比特 时 ， 符号 甸 代 表 一 个 简单 的 非 门 (如 参见 置 提 Ps). 置换 的 顺序 为 从 上 到 下 ， 从 左 到 右 ; 最 上 
面 一 行 , 从 左 到 右 , 给 出 量子 线路 图 Pl ~ Pa 从 上 面 数 第 二 行为 Ps (#)~ Pe( 右 ) 等 


习题 3.11 ”我 们 先 考虑 一 个 作用 在 目标 量子 比特 上 的 相位 误差 . 它 将 态 (3.51) 变 换 为 
1 -L _ _ 
(alo) + 8|1)) & 万 (10) — |1)) = Be |00} ~ a |01) + 8110} — B111))- (69) 
实施 CNOT 门 之 后 , 该 态 变 为 
方 (al00) — al01) + 8111) — 8110)) = 4 ze l0) — 811)) & (10 — 11)). (70) 
可 见 , 这 类 误差 即使 在 初始 时 只 影响 目标 量子 比特 ， Mo cnornze. 其 影响 会 转 到 控制 量子 
比特 之 上 , 因此 , 它们 尤其 危险 . 
注意 , 对 于 其 他 可 能 的 相位 或 者 振幅 , 情况 并 非 都 如 此 . 例如 ， 作用 在 控制 量子 比特 上 的 相 
位 误差 将 态 (3.51) 转 换 为 ， 
(al0》 ~ AI) ® Fe (10) + |1)), 
而 CNOT 门 的 实施 并 不 改变 该 态 ， Ask, 这 种 相位 误差 不 影响 目标 量子 比特 . 作用 在 控制 量子 比 
特 上 的 振幅 误差 将 态 (3.51) 转 挨 为 


1 
(810) + all)) ® A (10) + 11)), 
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CNOT 门 并 不 改变 这 一 状态 . 再 一 次 地 ， 目标 量子 比特 是 安全 的 . 最 后 ,作用 在 目标 量 于 比特 上 
的 振幅 误差 不 影响 计算 , 即 态 (3.51) 保 持 不 变 . 这 是 因为 ， 目 标量 子 比 特 对 于 以 下 振幅 误差 是 对 


称 的 : 在 置换 |0) > ZTF, |0) + |R È. 


习题 3.12 ”直接 计算 张 量 乘 积 , 我 们 得 到 


ou °° 
odo Oo OO 
oo 2 
m © 
= © ec m 


(71) 
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习题 3.13 


o001]Je 
«em 0010 a 
vagas [ea sa] } og gl |g 
1000 y 
=cyt+cy* +af" +a P, 
(ploi @ oah) =i(-cy + cy" — af" + op), 
(plor @ o3|%) = cB + cB" 一 ay — ay, 
(ploaz B od) = i(-cy+ cy* + af" — a*B), 
(plaz @ o2|h) = —ey — ey" + a8" + a*B, 
(bloz @ oal) =i (~ep + cB" — ay" +a"), 
(plos @ od) = ca + ca* — By" — By, 
(Vlos @ oa 把) = i(—ca + ca* ~ By" + BY), 
(blo3 @ a3|p) = 2 ~ lal? — (8)? + 人， 
(por Q Ip) =cB+a*y+ Set ya, 
(lor @ Ip) =i(-cB — a*y + B*e+ Yo), 
(ules 8 Iw) = 2 + Jal? — 18 — ly, 
lI oa) = cata*et Byt YB, 
(| @ ozi) = i (—ca +a*e — B*y + Y*8), 
(I S oalp) = 2 — ol? +, 
(PT SI) =? + lal? + |)? +S. (72) 


习题 3.14 ”为 了 证 明 C2-U 门 可 以 按照 图 3.10 所 示 进 行 分 解 ， 可 以 考虑 与 进行 分 解 有 关 的 门 
的 给 阵 乘 积 ， 直接 但 是 宛 长 的 方法 是 计算 这 些 矩 阵 的 乘积 . 这 些 门 非 平凡 地 作用 于 3 个 时 子 比特 
中 的 两 个 之 上 , 因此 ， 必须 将 它们 联 入 与 整个 系统 有 关 的 22 维 希 尔 怕 特 空间 之 中 . 嵌入 的 最 简单 
例子 如 下 : 设 2 x QE 
ab 
A= 73 
| ， | (73) 


与 作用 于 一 个 单 量子 比特 的 线性 算 子 相关 联 ， 而 我 们 想 要 将 它 拓展 到 与 两 个 量子 比特 相关 的 硕 
尔 伯 特 空间 之 中 . 我 们 有 两 种 选择 , 即 4 作 用 于 那个 重要 的 或 者 不 那么 重要 的 量子 比特 


goboo0 a060 
ca00 020 b 
T@A=| ° , AQI= ° . (74) 
00a cO0dod 
OO0cd OcOd 


在 本 练习 中 ,我们 必须 将 与 作用 于 两 个 量子 比特 的 算 子 有 关 的 4 x AE, 嵌入 3 个 量子 比特 的 帝 
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raza P. 对 于 一 个 一 般 的 4 x AE 


a bed 
e fgh 
M = ijkl (75) 
mnop 
RAB BAF BSE Pa: 
abcdo0000 ab00cd00 
efgh0 000 ef 00ghADD 
i jkl 0000 00@b00cd 
mnop0o0000 00¢e fo00gnh 
0000abed|’ ijooktoof’ 
0000e 了 了 gm mnm0O0OoDp00 
00001797R 1 004 g500Kk1 
0000mnop 00mn0Q0 0p 
a0b0c0d0 
Oad6bOcOd 
e 0 fO0gO0A0 
Oe OF OGOA (76) 
i0j0k010 
0407 OK D1] 
moOn000p0 
0 m0n0 0% Pp 
这 取决 于 算 子 M 作用 于 哪个 量子 比特 上 给 出 平凡 结果 , 第 1 个 ( 最 重要 的 ), 或 者 第 2 个 , 还 是 第 3 


个 (最 不 重要 的 ). 
解决 该 问题 还 有 一 个 简单 得 多 的 方法 : 图 3.10 中 的 线路 图 由 5 个 门 所 构成 , 将 它们 作用 于 计 
HARA Alia iy io), 证 明 它们 的 组 合 与 O2-U 等 效 . 这 样 , 有 


lo0io) + |00io) > 100io0) 一 100io) 一 |00io) 一 |O0io) , 
|Olig) 一 |01)V lio) > |01)V lio) 一 |01io) 一 |0lio) 一 |01io) ， 
[10i9) = 10io) 一 [1140) = DVtio) 一 |10)V tlio) — |10io), 
(11i0) — [11)V|éo) — |10)V]io) > |10)V]io) > |11)V žo) 一 |11)U|éo) , (77) 


其 中 , 我 们 用 到 关系 式 V2 =I PVV =I = VV1， 这 样 , 仅 当 两 个 控制 量子 比特 被 置 为 1 时 ， 
图 3.10 中 的 线路 图 才 有 非 平 凡 效 应 ,并 且 对 第 3 个 量子 比特 实施 0U 门 ， 因此 , 它 的 确实 施 了 CQO2-U 门 . 

习题 3.15 ”我们 需要 做 的 与 习题 3.8 类 似 , RA, 在 标准 的 Om- 了 )- 非 门 之 前 与 之 后 , 非 门 必 
须 应 用 于 所 有 这 样 的 量子 比特 : 当 这 些 量子 比特 的 态 为 |0) 时 ， 它们 诱导 推广 的 Ct 了- 非 门 发 生 
非 平 凡 作 用 . 
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习题 3.16 4 x 4 婚 阵 万 为 


cosġı 0 —sind: 0 
0 cosgz 0 一 Sin bz 


(78) 
sing: 0 cos $1 0 
0 singe 0 cos p> 
图 3.14 中 的 线路 图 执行 下 述 变换 : 
(CNOT) (Ry(01) @ I) (CNOT) (Ry (9) S I), (79) 
其 中 
cos— 0 —sin £ 0 
0 cos= 0 一 Sin 一 
R,(6) @I = a 2 g 2 | ， (80) 
sin 3 0 cos 二 0 
0 sin $ 0 cos 一 
而 推广 的 CNOT 门 为 
1000 
cnor= | °°°*}. (81) 
0010 
0100 
利用 bo = b1 + $2401 = dr — pe, HARM EBERR, 容易 验证 (78) 与 (79) 是 相等 的 . 
习题 3.17 我 们 有 - 
U? |x) |y) = Us|z)ly © F(x)) = |2)ly © 2F(x)) = le)ly) (82) 
其 中 , |£) = |en-1,n-2,°°° zzo} 因此 ， UF =I, 印 
Ur! =U;. (83) 
RIEMU REAM. 在 计算 基 欠 上 , Uj 的 给 阵 元 为 
Usla, yiz’, y) = (al(ylUs\x')\y') 
= (2\z')(yly’ @ F(£')) = 52,2°Sy,y'@s (a) « (84) 
BA MA HAF Uj 05 EEA 
Ul (2, Y; x’, y’) = UF (S, y'i x, y) = U;(2', y's, y) = Sor Oy! yo ste) . (85) 


hy = y © f(x) TORE MEREZA © f(z) = y' B2f(z) =y', 有 


Ut, yiz’ y) = Uslan ay). (86) 
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方程 (83)} 和 (86) 意 味 着 
U} = UF!, (87) 
PUŽ REH, 
习题 3.18 方程 (3.132) 清 楚 地 显示 , Grover 算 法 失败 的 概率 为 


p(z £ Zo) = cos?[(2k + 1)6], (88) 
RP Ox i/V/N, 而 
(2k + 1)0 = 5 +00) = 5+ OWN). (89) 
因而 
T 1 1 
p(x # x0) = cos” [5 +0 (~)| =O (x) . (90) 


习题 3.19 ”执行 一 步 Grover 算 法 , 需要 一 次 论 示 询问 , 2n 个 Hadamard 门 以 及 一 次 相对 于 
与 |0) 相 重 直 的 超 平面 的 反射 . 要 实施 这 一 反射 , 我 们 需要 用 到 一 个 推广 的 Ct™- -MINUS 门 , 它 
在 态 舌 |00..…0) 前 置 一 负 号 , 如 在 3.5 节 中 所 见 ( 图 3.11), 该 变换 可 以 被 分 解 为 2(n 一 2) 个 Toffoli 门 
加 上 一 个 单一 的 CMINUS 门 . 付出 的 代价 为 需要 一 2 个 辅助 量子 比特 , 作为 另 一 种 选择 , 可 以 利 
用 O(nm2) 个 基本 门 计算 Cm-D-MINUS 门 , 而 不 用 辅助 量子 比特 (Barenco 等 , 1995)， RE, 我 们 
假设 论 示 询问 被 立即 回答 , 即 抗 行 它 所 需要 的 时 间 不 被 记 入 复杂 性 分 析 . 这 是 因为 ， 论 示 询 问 所 耗 
的 时 间 依 赖 于 具体 程序 . 总 之 , 执行 一 步 Grover 算 法 需要 的 时 间 ( 以 基本 门 的 数量 来 量度 ) 为 n 的 
量 级 (有 辅助 量子 比特 ), 或 者 n? 量 级 (无 辅助 量子 比特 ). 因为 Grover 算 法 需要 O(VN) 步 , 在 两 种 
情况 下 , 我 们 都 需要 O(VN log 和 N) 个 基本 门 . 

习题 3.20” 记 | 四 ) 为 量子 传 里 叶 变 换 结 尾 处 所 需 的 准确 波 函 数 , |p) 为 么 正 误差 发 生 后 的 实 
PRI GSK. 从 3.6 节 我 们 知道 , 如 果 每 一 步 的 误差 都 有 茶 个 固定 的 范围 5, 那么 


Ib) — 1d) || < ned, (91) 


其 中 , ng = O(n2) 是 执行 傅 里 叶 变 换 所 需 之 基本 量子 门 的 数量 . 如 果 输 出 态 所 要 求 的 精度 为 e， 
由 于 每 个 单 量 子 门 的 精度 为 6, 则 msg6 < e 即 足 以 满足 之 . Bh, b= O(1/n2)， 即 ， 它 随 量 子 比 
特 的 数量 以 多 项 式 的 方式 减少 . 内 这 一 点 ,可 以 得 出 下 述 有 趣 结论 (Coppersmith， 1994), 如 果 最 
终 所 需 的 精度 为 e, 在 量子 傅 里 叶 变 换 中 , 对 于 那些 其 角度 满足 关系 式 2ni/2* < c/ns 的 受 控 相 移 
Re, 由 于 它们 与 恒 等 变 换 的 区 别 少 于 ef/ng, 可 以 直接 将 它们 忽略 . RH, 在 实施 受 控 相 移 门 时 ， 
不 需要 去 管 那些 具有 指数 式 小 的 相位 ; 对 相位 的 多 项 式 式 的 控制 就 足够 了 . 

习题 3.21 利用 -1 二 了 ,从 右 向 左 执 行 图 3.25 中 的 线路 即 可 . 

习题 3.22 ”如 果 我 们 将 量子 比特 在 时 间 t 的 态 记 为 


WE) = a(t) + ON, (92) 


则 方程 (3.22) 可 以 被 表述 为 


od jot)}  _ Ho Hye | | a(t) 
ih Tg A a P ~Ho [20]. (93) 
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如 果 我 们 定义 wo 三 一 24Ho/ 上 与 wi 三 —2yHi/h, 则 可 以 将 薛 定 请 方程 (93) 写 为 如 下 形式 : 


if a(t) = 2 a(t) + Hea), 
: d Wi iwt WO (94) 
iS ace) = Ht talt) — 22 ae). 


方程 (94) 构 成 一 个 线性 齐 次 方程 组 , 其 系数 是 时 间 依 赖 的 . 为 解 这 一 方程 组 , 可 以 定义 新 函数 


a(t) = a(t) exp(iwt/2) 和 b(t) = G(t) exp(—iwt/2). (95) 
如 果 我 们 引入 矢量 
| (t)) = a(t) 10) + b(t) |1}, (96) 
容易 看 出 
上 人) = Re(—wt) |p(t)), (97) 


其 中 ,转动 矩阵 及 。( 一 有 由 方程 (3.29) 定 义 ， 代表 Bloch 球 绕 z 轴 转动 角度 一 wt- As, 变换 (95) 相 
当 于 从 国定 参照 系 变 为 以 振动 磁场 的 频率 ww 转动 的 参照 系 . 将 (95) 代 入 (94), 有 


wo 一 w 


iS a(t) = ( 3 ) a(t) + Sat), 


j (98) 
: — Wr _ wo — w 

i b(t) = a(t) ( 3 ) ot). 

注意 , 这 些 方 程 所 描述 的 新 系统 有 固定 系数 ， 它们 相应 于 转动 参照 系 里 的 薛 定语 方程 , FET 
被 写 为 


ind e) = FE), (99) 
其 中 , SOME 
aah e “1 | (100) 
2 GL 一 (wo 一 w) 
与 时 间 无 关 . 这 样 , 我 们 得 到 
Be) = TBO) = Tw), (101) 


其 中 , 给 出 时 间 演 化 的 LETA 
Ū = e iit/h = e ilwo-w)e2 ter ee)t/2 . (102) 
最 后 , 我 们 得 到 薛 定 请 方 程 (3.22) 的 形式 解 
Wp)) = Re (wt) [D(t)) = @ West Pe eoet] jy(0)). (103) 


A hob REA LAA, 我 们 可 以 将 (3.22) 的 解 写 为 形式 (2.140) 


W) = Y cn(0) exp (- Ent) In). (104) 
n=1 
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这 里 已 和 是 哈密 顿 量 和 的 本 征 值 , 而 系数 cn(0) (mn 二 1,2) 为 

cn(0) = (pn| 人 (0)) = (pnlp(0)), (105) 
BRP, |p1) 和 |wp2) 是 六 的 本 征 矢 . 容易 发 现 


hf] / 
E, = 3 (wow)? tw?, m= -Z (wo — w)? tui, (106) 


6 s., @ 
一 COS a — — sin 了 
ex) be | ， ke2) | aH , (107) 
HP, 角度 9 的 定义 为 
tand = — a . (108) 
0 一 尼 1L 


}y(0)) = |%(D)》 = l0) - (109) 
这 相应 于 4 
cx(0) = (w1|0) = cos 2? c2(0) = (9210) = -sin . (110) 
和 将 (110) 代 入 普遍 解 (104), 我 们 得 到 
TONES cos $ TEAR fp1) — sin £ e724 [ga) . (111) 


现在 我 们 可 以 计算 在 时 刻 t 发 现 自 旋 一 SEIT |) SHAD), 得 到 


pr(t) = ae = (BWP? = bO = Kio? 
= Cm sin” (Ve 一 ww)2 +w? 2) . ， (112) 


该 概率 在 ! = 0 时 为 0, HLRERBRAIH WY [(Wo —w)? Hw] 之 间 变 化 . 这 些 振荡 发 生 的 频率 
HQ = Jao nw)? ak. 式 (112) 以 拉 比 公式 而 知名 ,人 2 被 称 为 拉 比 频率 . w = c0 的 共振 情况 万 
其 重要 . 在 此 情况 下 , 粒子 的 状态 以 频率 内 = wl 在 态 |0) 与 |1) 之 间 振 荡 . 在 时 间 t 二 Qn+1)r/onr, 
我 们 有 pi(t) = 1. 注意 , 远离 共振 时 ， 在 态 |0) 与 j1) 之 间 的 转换 概率 很 小 , 即 测量 自 He 2 EH 
且 得 到 gs = 一 1 的 概率 一 直 很 小 ， 


第 4 章 


习题 4.1 Alice 和 Bob 分 别 各 自 拥 有 解码 秘 钥 /从 ! 和 有 硝 Ë 它们 相应 的 公开 编码 钥匙 为 fA 
fo fg. Alice 用 她 的 解码 秘 钥 /人 1!, 将 她 的 签字 S54 编码 为 FRYSA). BLS, 她 用 Bob 的 公开 编码 铀 
是 将 普通 文本 PP 与 好 的 签 宇 进行 编码 . 这 样 , 她 产生 了 加 密 文 本 C 一 fp(P 十 1(SA))， 并 将 之 
通过 公开 渠道 送 给 Bob. 然后 , Bob MAM MH fg) 将 加 密 文 本 C 解密 : fg (C) = PT 及 (Sa). 
这 样 之 后 , 他 用 公 钥 fA 来 验证 Alice 的 签字 SA = fA(JA (SA)). 我 们 强调 ， 上 述 鉴定 程序 的 有 
效 性 在 于 , RA Alice 知道 她 的 秘 铀 ， 没有 其 他 人 能 够 产生 f 1(SA). 
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习题 4.2 平均 保 真 度 为 


_ 1 2T T 2 
F=7 f ao f dé sin | (Y1 |h2)|" , (113) 


其 中 , R EHO th BlochsR_E HH Aldi) (参见 2.1 节 )， 为 了 计算 积分 (A.113), 方便 的 做 法 是 
将 z 轴 取 为 /Wy2) 的 极 化 方向 , 这 种 取 法 相应 于 ya) = |0), FEA 


Bap [ao [a0 sino 2G _t 4 
“mh A nô cos 7 一 了 (114) 


习题 4.3 Alice Bob #EPRA|6*) = z (00) + |11)). RAliceM] Foz, 地 以 相同 的 
HEP =p = 2 得 到 输出 土 I，Alice 测 量 之 后 , Bob 的 量子 比特 的 态 为 


1 
laje = 万 (0 + |1)), (115) 


其 中 , 土 符号 相应 于 Alice 的 测量 结果 土 1， 如 果 Bob 沿 忌 轴 测量 自 旋 ， 这 里 包 轴 由 球 坐 标 8 和 由 选 出 ， 


la (十 NB 一 sl +cos¢ sin 9}, (116) 


其 中 , | 十 )w 是 算 子 ow 的 相应 于 本 征 值 十 1 的 本 征 态 . (ou 和 | 十 )u 的 明显 表达 式 分 别 由 方程 (2.159) 
和 (2.160) 给 出 .) 通过 变换 由 一 tnit 一 化 一 9, 可 以 由 | 十 )u 得 到 gw 的 相应 于 本 征 值 一 1 的 本 
征 态 | 一 )w， 因此 , Bob 以 如 下 概率 得 到 ou = 一 1， 

1 


lu (v+)? =; [1 +cos(¢ + n) sin(n — 0)] = i + cos ¢ sin 8]. (117) 


因为 Bob 以 概率 二 得 到 态 |b+)B， 所 以 他 得 到 ow = +1 的 概率 为 


1 

pP = iute + Flete = 5. (1188) 
1 

p® = 5 le(—W+ dal” + Zlu (ly) = (118b) 


+o RK Alice Koz, 那么 ， Bobi EF rsh ah 6 re SAHRA |b.) 二 |0) 或 者 [6-)B = [1). 因为 


.20 
| Hee? = cot, p(t)? = sin? 5, 


|a (lgs? = sin” 5， | (一 -ya| = cos” f , (119) 
所 以 , 如 果 Bob 沿 叫 轴 进行 自 旋 测 量 , 得 到 结果 为 士 1 的 概率 分 别 是 


p= i. (120) 
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不 足 为 林 的 是 , 这 一 结果 不 依赖 于 岂 轴 的 选取 , 重要 的 是 , 给 出 p 色 ) 和 pGB) 的 概率 总 是 相等 . 这 意 
味 着 PR 现象 不 能 被 用 于 超 光 速 通信 . 不 论 Alice 与 Bob 为 他 们 的 测量 选取 什么 样 的 轴 , Bob 总 是 
无 规 地 得 到 十 1 或 一 1. 因此 , 没有 信息 从 Alice 传 到 Bob. 

习题 4.4 ”由 于 Alice 和 Bob 所 共享 的 生 角 来 自 同一 个 字母 表 , 我 们 只 须 考虑 她们 使 用 相同 字 
母 表 的 情况 . 我 们 有 如 下 四 种 情形 : 


情形 1 2 3 4 
Alice 数 据 比 特 0 0 1 1 
FER E Zz @ z 


传送 的 量子 比特 |+) 10) |) | 


沿 着 球 坐 标 g 与 b 所 指示 的 任意 方向 , Eve 测量 自 旋 极 化 ru (参见 1.5 节 )， 好 接 如 下 方法 得 到 一 个 
比特 的 信息 : 如 果 她 的 测量 结果 是 ru = +1, 好 决定 比特 值 为 0; 如 果 结 果 是 ou = 一 1, 比特 什 
为 1. 两 种 结果 的 概率 分 别 为 


pË = tw OP ,pO = Ww), (121) 


其 中 , | 上 +) 和 上) 分 别 是 zu 的 相应 于 本 征 值 +1 和 -1 RAER (SANA A AB (2.160) 
给 出 ), 指标 (让 标记 4 个 可 能 被 传输 的 量子 比特 中 的 一 个 , p09) = +), 1b) = 0), [W®) = | 一》 
Fal) =]. 我 们 有 8 种 可 能 性 (p 四 和 p 外 ,其 中 i 二 1,… ,有 ,它们 发 生 的 概率 为 


1 ， 1 . 3 
pP = 5 (1+ sind) = py”, pt? = 5 (1 - sind) =p, 


pP = cos? 6 一 p® ， p = sìn? 5 一 了 的 、 (122) 
测量 之 后 , Eve 分 别 以 概率 p 人 和 p 全 重新 发 送 态 | 上 +)u 和 | 一 )u. EAlicett RURAL, BobM HK 
态 ( 记 住 我 们 对 构成 生 铀 的 比特 感 兴趣 ). 如 果 Alice 发 送 了 一 个 给 定 的 态 , 而 Eve 发 了 另外 一 个 态 ， 
家 应 地 , Bob 得 到 的 态 有 16 种 可 能 性 . 将 所 有 的 Bob 所 得 到 的 比特 与 Alice 的 原始 比特 不 同 的 情况 
相 加 起 来 ,可 以 得 到 误差 率 . 利用 这 一 程序 ， 容易 验证 误差 站 为 了 

习题 4.5 ”如 果 要 测量 态 |W1) 而 不 扰动 它 , 我 们 必须 找到 以 |w1) AAA LRAT, RB, 
测量 与 该 龙 米 算 子 相 关联 的 可 观测 量 . 因为 我 们 想 和 要 知道 Alice 发 送 了 什么 态 而 不 扰动 该 态 , 我 
们 要 求 |[W1) 和 |Wa) 是 同一 个 厄 米 算 子 的 本 征 态 , 但 是 相应 于 不 同 的 本 征 值 . 然而 ， 这 些 要 求 不 可 
能 都 被 满足 因为 我 们 已 经 假设 |Wi) 和 la) 不 相互 正 交 . 因此 |W) 和 |2) 不 可 能 是 同一 个 厄 米 算 
子 的 本 征 态 ,而 测量 必然 至 少 扰动 两 个 态 中 的 一 个 . 

习题 4.6 RIMAN) BR, 其 中 |W) = al0) 十 BI1), 计算 图 4.8 所 代表 的 量子 门 . 我 
们 明显 地 写 出 最 初 几 步 以 及 最 后 结果 


hp)io)lo) 一 Ww) (10) + 11))10) > ze [0) + 6 [1)) (100) + 111)) 


= A (œ |000} + œ |011) + 8110) + 8 |101)) 


— 3 ((00) + 01) + |10) + (11)) (e10) +810): (123) 
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如 果 拥 有 的 是 终 态 (123), 也 可 以 对 前 面 两 个 量子 比特 实施 两 个 Hadamard 门 , 最 后 得 到 
态 |0)|0)|w). 除了 量子 比特 态 的 顺序 外 , 该 态 与 初 态 一 致 . 

习题 4.7 “与 前 面 的 习题 类 似 , 我 们 写 出 图 4.9 中 线路 图 的 最 初 几 个 量子 门 的 作用 , 以 及 最 后 
结果 


Jz (e101) +B110)) (loo0) + 1111) 

一 了 (a |00) ~ œ |01) + £ |10) + 8111)) (1000) + |111)) 

-> (a |00000) + œ 00112) — @ |01100) — a |01011) 
+ 6 |10000) + Ø |10111} + Ø 11100) + 8111011)) 


—.. 


35 |1) (100) + |01) + 110) + |11)) (œ |01) + 8110)). (124) 


10 
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